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Chapitre 1

Bla-bla introductif

1. Ce dont il s’agit

De fagon trés schématique, on peut dire que le but de la théorie des probabilités est
d’étudier mathématiquement des situations réelles ou fictives “ou intervient le hasard” ;
autrement dit : ol on ne sait pas prévoir avec certitude ce qui va se passer.

Etant donné une telle situation & étudier (et toujours de fagon treés schématique)
la démarche générale est la suivante.

(i) On essaye de modéliser la situation, i.e. de trouver un cadre mathématique
qui la décrit de facon a peu pres satisfaisante.

(ii) On fait des mathématiques dans le cadre du modele choisi.

En réalité, dans ce cours on va surtout s’occuper de l'aspect (ii), qui est le plus
simple car il ne s’agit que de mathématiques. Mais il est quand méme intéressant de
parler un peu de 'aspect “modélisation” (i) pour tenter justifier le cadre mathématique
dans lequel on va se placer.

L’exemple suivant, volontairement tres simple (et sans intérét), sera le “fil direc-
teur” de ce bla-bla introductif.

Exevprre GuiDe. On jette deux dés, et on veut savoir s’il y a plus de chances que
la somme des chiffres fasse 7 ou qu’elle fasse 8.

2. Vocabulaire intuitif

2.1. Expériences aléatoires et évenements.

e Expérience aléatoire : n’importe quelle “expérience” (qu’on peut soit réaliser effecti-
vement, soit imaginer) dont on ne peut pas dire avec certitude ce qu’elle va donner.

e Résultat d’une expérience : la chose qui nous intéresse dans I'expérience.

Exemple. Vous entrez dans un bar a bieres bien achalandé, et vous buvez une pinte
de toutes les bieres proposées, pour savoir laquelle vous préférez. Le résultat n’est pas
votre taux d’alcoolémie a la fin de cette dégustation, mais le nom de la biere que vous
avez préférée.

o Fueénement relatif a une expérience : n’importe quel événement imaginable dont on
peut dire avec certitude s’il se produit ou non des lors qu’on connait le résultat de
I’expérience.

Remarque 1. Le mot “événement” est a prendre dans le sens le plus large possible :
un événement est “n’importe quoi qui est susceptible de se produire (ou pas)”.

Remarque 2. Un évenement est toujours décrit par une phrase du langage courant ;
et on identifie I’événement avec la phrase qui le décrit.
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6 1. BLA-BLA INTRODUCTIF

Exemples. L’évenement “vous allez vomir” n’est pas un évenement relatif a ’expérience
précédente, car sa réalisation ne dépend pas du résultat de l'expérience (le nom de la
biere que vous avez préféré); mais I’évenement “la biere que vous avez préférée est

de v ver ‘ore v ves préféré v R
belge” en est un, des lors que vous savez quelle biere vous avez préférée (et si vous étes
capable d’identifier la provenance de toutes les bieres que vous avez testées).

e Fuénement élémentaire : tout évenement de la forme “on obtient w”, ou w est un
résultat possible de ’expérience. Notation : F,,.

e Fuénement certain : un évenement qui se produit toujours, quel que soit le résultat
de I'expérience.

Exemple. Si on lance 2 dés, ’événement “la somme des chiffres est au moins égale a
2”7 est certain.

o Fvenement impossible : un évenement qui ne se produit jamais, quel que soit le
résultat de I'expérience.

Exemple. Si on lance 2 dés, I’événement “la somme des chiffres est multiple de 13” est
impossible.

e Conjonction, disjonction : si E1, ..., E, sont des évenements, on note F1 A --- A E,
Pévénement “Ej et Fs et ... et E,” (conjonction), et Ej v --- v E, événement “E;
ou ... ou E,” (disjonction).

o Evénement contraire : si F est un évenement, on note —F I’évenement “non E”. De
fagon précise, si F est décrit par une certaine phrase ®, alors —F est I’évenement décrit
par la négation de la phrase ®. Ainsi, par définition, —F se produit si et seulement
si F ne se produit pas. (En particulier, F est un évenement certain si et seulement si
—F est impossible.)

e Evénements incompatibles : deux éveénements E et F' qui ne peuvent pas se produire
en méme temps, i.e. tels que £ A F est impossible. Un exemple important : si w et
w’ sont deux résultats possibles différents, alors les événements élémentaires F,, et E,,
sont incompatibles.

e Evénements équivalents : deux évenements E et E’ tels que, quel que soit le résultat
de l'expérience, E se produit si et seulement si E’ se produit. Autrement dit F est
incompatible avec —E' et E’ est incompatible avec —E. Notation : £ = F’.

Exemple. Un supporter de Lens et un supporter du PSG regardent ensemble la finale
de la coupe de France, qui oppose Lens au PSG. Chacun pleure si son équipe favorite
perd, et se moque de ’autre si elle gagne. Les évenements “le supporter du PSG pleure”
et “le supporter de Lens se moque du supporter du PSG” sont équivalents.

Farr. S%l n’y a qu’un nombre fini de résultats possibles, alors tout évenement E
est équivalent a une disjonction d’évenements élémentaires.

Démonstration. C’est évident : E est par définition équivalent a E,, v --- v E,,
ol wi,...,wy sont les résultats de I'expérience pour lesquels E est réalisé. O

Remarque. Si E est équivalent & E,, v --- v E,,.. avec des w; tous différents, alors
q q 1 N )
les w; sont nécessairement ceux introduits dans la preuve du Fait (micro-exo). On dit
que les évenements élémentaires E,,, “composent E”.

ExevrLe GuiDE. (On jette 2 dés.)
- Le résultat est : “deux chiffres entre 1 et 6”.
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- Evenement élémentaire typique : “on obtient (i et j)”, ou ¢ et j sont deux chiffres
entre 1 et 6. Notation : E; ;. (Donc E; ; et Ej; désignent le méme événement. )

- Les évenements qui nous intéressent : “la somme des chiffres fait 8” (noté Sg); “la
somme des chiffres fait 77 (noté S7). Visiblement, S7 est équivalent & Eq g v Ea5 v E3 4
et Sg est équivalent a Fag v E35 v Fy4.

2.2. Probabilité. Intuitivement, la probabilité d’'un évenement E relatif a une
expérience aléatoire est le “degré de plausibilité” qu’on accorde a E, mesuré sur une
échelle allant de 0 a 1 :

Prob(E)

% de chances que E se produise
B 100 '

REMARQUES. Ce n’est pas une définition précise, méme si “tout le monde” a une
intuition de ce que cela peut signifier. De plus, la probabilité dépend fortement de
I’“observateur” : deux personnes différentes peuvent tres bien ne pas étre du tout
d’accord sur le degré de plausibilité d’un événement. Enfin, il n’est absolument pas clair
qu’un observateur soit en mesure d’attribuer de fagon exacte un degré de plausibilité
a n’importe quel événement.

Quoi qu’il en soit, on considerera que les faits suivants sont “intuitivement raison-
nables”.

Farr 1. La probabilité de tout évenement E est un nombre compris entre 0 et 1.
On a Prob(E) =1 si E est certain, et Prob(E) = 0 si E est impossible.

FaiT 2. Les probabilités s’ajoutent : si E' et F' sont deux évenements incompatibles,
alors

Prob(E v F') = Prob(E) + Prob(F).
Fart 3. Deux évenements équivalents ont la méme probabilité.

CONSEQUENCE. S’il n’y a qu’un nombre fini de résultats possibles, la probabilité
d’'un évenement E est la somme des probabilités des évenements élémentaires qui
le composent. Autrement dit : si E est équivalent & une disjonction d’éveénements
élémentaires E,, v --- v B, avec des w; tous différents, alors Prob(E) = Prob(E,,,) +
.-+ + Prob(E,, ). En particulier, en prenant un évenement E certain, on voit que la
somme des probabilités de tous les événements élémentaires doit étre égale a 1.

ExevrLe GUIDE. (On jette 2 dés.)

- Il est naturel de considérer qu’il y a 2 fois plus de chances d’obtenir un résultat mixte
(deux chiffres différents) plutot qu'un “double”, que tous les “doubles” ont la méme
probabilité p, et que tous les résultats mixtes ont la méme probabilité ¢ = 2p. Comme
il y a 6 doubles possibles et 15 résultats mixtes possibles (Exo; énumérer...), et que la
somme de toutes les probabilités des évenements élémentaires doit faire 1, on a donc
6 xp+15x2p =1, dolt p= 5= Ainsi Prob(E;;) = 3 et Prob(E; ;) = & si i # j.

- La question qui nous intéresse : d’apres ce qui précede on a Prob(S7) = Prob(E6) +
Prob(Es5) + Prob(Ess) = 3 x i = &, et Prob(Ss) = Prob(Esg) + Prob(Ess) +
grob(E474) =2x % + 3—16 = %- Conclusion : il y plus de chances d’obtenir un 7 qu’un
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L’exemple guide étant particulierement simple, on a pu le traiter de maniere
“semi-mathématique”, i.e. en raisonnant de facon logique mais sans fixer un cadre
mathématique précis. Dans des situations plus compliquées, on ne s’en sortirait pas
aussi facilement sans “mathématisation” précise.

3. “Modélisation”
On consideére une certaine expérience aléatoire £, que 'on cherche & modéliser.
Pour cela, on peut procéder comme suit.

e On choisit un ensemble “mathématique” €2 dont les éléments s’identifient de maniére
satisfaisante aux résultats possibles de ’expérience.

ExemprLE GUIDE. On peut identifier un résultat possible “i et 7”7 avec la paire
(i,7) € [1,6] x [1,6]. Mais il faut tenir compte du fait que “i et 5”7 et “j et ¢’ sont
le méme résultat, donc ne pas mettre a la fois (4,7) et (j,7) dans Q. Par exemple, on
peut décider qu’on écrit le plus petit chiffre en premier, i.e. ne prendre que les (i, j)
tels que ¢ < j. Bref : on peut prendre () = {(i,j) € [1,6] x [1,6]; i < j}. (Mais on
n’est pas obligé : par exemple, on pourrait aussi prendre pour €2 ’ensemble des parties de [1, 6]
possédant 1 ou 2 éléments.)

e Pour tout évenement FE relatif & £, on pose
E:= {w e Q; TI'événement E se produit si 'expérience donne le “résultat” w}.

Ezercice. Pourquoi y a-t-il des guillemets a “résultat” ?
ExpvPLe GUIDE. On a 87 = {(1,6), (2,5), (3,4)} et Ss = {(2,6), (3,5), (4,4)}.

FAIT. Deux éveénements F et E’ sont équivalents si et seulement si £ = E.

Démonstration. Micro-exo. O

e On note A la famille de toutes les parties A de €2 de la forme A = E, ou F est un
évenement relatif & I'expérience €.

e On définit P : A — [0, 1] par

P(E) := Prob(E) pour tout évenement E.

Cette définition a un sens, i.e. il n’y a pas d’ambiguité : si E = E, alors les deux
éveénements E et E sont équivalents et donc Prob(E) = Prob(E’).

PROPRIETES.

- Si E est un évenement impossible, alors E = &, et si E est certain, alors E =Q.
Donc : 2 contient &J et 2.

- Si E et F sont des événements, alors
EvF=EUF, EAF=EnF et —E=E"
Donc : la famille 2 doit étre stable par unions finies, par intersections finies et par

complémentation ; autrement dit, si A, B€ 2, alors Au BeA, AnBeAet A°e 2.
On dit que 2 est une algebre de parties de 2.

-SiweQ, alors E, = {w}. Donc : la famille 2 contient tous les singletons.
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- Un évenement E impossible a pour probabilité 0, et un évenement certain a pour
probabilité 1. Donc : P(&F) = 0 et P(Q) = 1.

- Deux évenements E et F' sont incompatibles si et seulement si EnF = . Donc :
si A, B e %, alors
AnB=g = P(Au B)=P(A) +P(B).

On dit que la “fonction d’ensembles” P est finiment additive.

En résumé. Il est raisonnable de chercher & modéliser une expérience aléatoire par
un triplet (2,2, P), ou Q est un ensemble non vide, A est une algebre de parties de €2
contenant tous les singletons, et P : 2 — [0, 1] est une fonction d’ensembles finiment
additive telle que P(Q2) = 1.

CAS PARTICULIER. On suppose qu’il n’y a qu’un nombre fini de résultats possibles,
et donc que Pensemble Q est fini. Alors 2 = P(Q) car 2 contient tous les singletons et
est stable par réunions finies. Et si A € (2, alors

P(A) = Y P({w}) = ) Prob(E.).
weA weA

En effet : si on écrit A = {w1,...,wn} ol les w; sont deux a deux différents, alors A est
la réunion disjointe des singletons {w;}, et donc P(A) = Zf\il P({wi}) = X ca PEw}).

CAS TRES PARTICULIER. On suppose qu’il n’y a qu’un nombre fini de résultats

possibles et qu’ils sont tous équiprobables, i.e. ils ont tous la méme probabilité.
Alors

1
P({w}) = 70 pour tout w € €,
car P(2) =1 = > P({w}). Donc, pour A < Q, on a
we)
_#4A
=10

Autrement dit, pour tout évenement E, on a

P(A)

“nombre de cas favorables”

Prob(F) =
rob(E) “nombre de cas possibles”

ExevrLe GuiDE. (On jette 2 dés.)
1

On a pris  := {(4,7) € [1,6] x [1,6]; i < j}. On a vu que

1 1
P({(i,1)}) = 36 Pow tout 7 et P({(i,7)}) = 1g Pbowr 1< J;
ce qui permet de calculer P(A) pour tout A < Q. Ainsi
Prob(S7) = P(S7) = P({(1,6), (2,5), (3,4)}) = 3 x

et de méme Prob(Sg) = P(Ss) = P({(2,6), (3,5), (4,4))}) = 2 x

REMARQUE. Il est parfois avantageux de remplacer I’expérience par une expérience
“équivalente”, pour que la modélisation soit plus simple.
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ExemprLE cUIDE. Pour ce qui nous intéresse, il reviendrait au méme de lancer
les dés I'un apres 'autre. L’avantage est que de cette fagon, on a différencié les deux
dés : on peut donc prendre €2 := [1,6] x [1,6], ot une paire (i,j) € £ correspond a
I’événement “ ¢ pour le ler dé et j pour le 2éme”. Mais maintenant, tous les évenements
élémentaires deviennent équiprobables; donc P({(i, j)}) = 35 pour tout (i,j) € Q. Du
coup, le calcul de Prob(S7) devient

1 1

Prob(S7) = P({(1,6),(2,5), (3,4), (4,3),(5,2),(6,1)}) =6 x %= 6

et de méme

Pl"Ob(SE;) = P({(Q, 6)7 (37 5)7 (47 4)’ (5; 3)? (67 2)}) - %

4. Hypotheéses supplémentaires

Pour que le modele (2,2(,P) soit mathématiquement plus “performant”, on va
en fait en demander plus & 2 et & P : on exigera que 2 soit stable par réunions et
intersections dénombrables, et que P soit dénombrablement additive. Autrement dit, on
demande que 2 soit une tribu et que P soit une mesure sur (€2, 2).

Lorsque l’ensemble 2 est fini, ces hypotheéses sont automatiquement satisfaites,
comme le montre le fait suivant.

FArT 4.1. Si Q un ensemble fini, alors toute algébre A de parties de 2 est en fait
une tribu, et toute application finiment additive p : A — [0, 0] telle que p(F) = 0 est
en fait une mesure.

Démonstration. Soit (Ap)nen une suite d’éléments de 2A. Si on pose By := Ay et
B, = A\(Agu -+~ U A,_1) pour n = 1, alors les B, appartiennent & 2 puisque
2 est une algebre, et on a By u --- U By = Agu --- u Ay pour tout N € N, donc
UZO:U A, = UZLO B,,. De plus, les B,, sont deux a deux disjoints par définition; et
comme {2 est supposé fini, on en déduit qu’il n’y a qu’'un nombre fini de B,, non
vides; ainsi B, = J a partir d’'un certain rang N. Donc | J;"_, A4, = ngo B,,, et donc
UZO:U A, € 2. On a ainsi montré que 2l est stable par réunions dénombrables; donc A
est une tribu puisque ¢ € A et XA est stable par complémentation.

Si (Ap)nen est une suite d’éléments de 2 deux & deux disjoints, alors A, = &
& partir d’'un certain rang N car € est fini, et donc UZ):O A, = Uivzo A,. Comme
p est finiment additive et p() = 0, on en déduit p(|J,_,An) = ,u(UiLV:O Ay =
27]:[:0 w(An) = > o 1(Ay); donc p est une mesure. O

Lorsque ) est infini, les algebres de parties de {2 n’ont aucune raison d’étre des
tribus, et I’additivité dénombrable ne découle plus de I'additivité finie. On impose donc
des conditions vraiment plus fortes.

Remarque 1. Tl est difficile de justifier “intuitivement” 1’hypothese d’additivité
dénombrable. En fait, il y a méme des situations ou elle est franchement contre-
intuitive. Par exemple, il est intuitivement clair que si on choisit un entier “au hasard”,
alors la probabilité que cet entier soit égal & un certain entier a fixé a ’avance est égale
a 0. Cependant, comme N est dénombrable, il n’existe pas de mesure P sur (N, P(N))
telle que P(N) = 1 et P({a}) = 0 pour tout a € N (exo).
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Remarque 2. Si on y réfléchit trop, il peut méme sembler délicat de justifier le fait
que la famille 2 soit stable par réunions dénombrables. En effet, si (E;);en est une
suite infinie d’éveénements relatifs & une certaine expérience et si on note £ = \/, .y Ei
la “disjonction” des E; (i.e. E se produit si et seulement si 'un des F; se produit),
alors on peut vérifier “en temps fini” que E se produit si c’est effectivement le cas (il
suffit de considérer les E; I'un apres 'autre et de s’arréter au premier 7 tel que F; se
produit), mais il est a priori douteux qu’on puisse vérifier en temps fini que E ne se
produit pas si en effet il ne se produit pas. Donc on pourrait 1égitimement rechigner
a considérer F comme un évenement relatif a ’expérience ; autrement dit, on pourrait
estimer douteux que E = Uien E appartienne a la famille 2.

Remarque 3. Le méme type d’argument pourrait conduire a remettre en cause
le fait que la famille 2 contienne tous les singletons. Imaginons par exemple qu’on
choisisse un nombre réel au hasard, donc qu’on prenne 2 := R et A < P(R). Alors,
si a € R est donné, il n’est pas clair du tout qu’on puisse vérifier en temps fini que le
nombre réel w choisi est égal & a, car on n’a a priori pas acces en temps fini a toutes
les décimales de w et de a. Donc, il n’est pas clair que le singleton {a} apartienne a 2.

La morale de ces élucubrations est peut-étre qu’il ne faut pas se poser trop de
questions. Comme on le verra, le “modele” (£2,2(,P) permet de faire des mathématiques
intéressantes et d’obtenir sans trop de difficultés des résultats parfois spectaculaires;
et on s’en tiendra la...

Ezxercice. Soit  := N. On note 2 la famille de toutes les parties A de N vérifiant
la propriété suivante : ou bien A est un ensemble fini, ou bien A€ est fini. Pour A € 2,
on pose P(A) := 0 si A est fini, et P(A) := 1 si A est fini.

(1) Montrer que 2l est une algebre de parties de N, et que 'application P est
finiment additive.

(2) Montrer que 2 n’est pas une tribu, et que P n’est pas dénombrablement
additive.






Chapitre 2

Espaces de probabilité

1. Généralités
1.1. Lois de probabilité. Ce qui a été dit dans le bla-bla introductif conduit

aux définitions suivantes.

DEFINITION 1.1. Un wnivers probabilisable est un ensemble non vide Q muni
d’une tribu 2 contenant tous les singletons. Les ensembles mesurables (i.e. les éléments
de la tribu A) s’appellent des événements. Les singletons {w}, w € Q s’appellent
les événements élémentaires. Une loi de probabilité sur (Q,20) est une mesure
positive P telle que P(2) = 1. On dit que (Q,2,P) est un espace de probabilité. Si
A est un évenement, alors P(A) s’appelle la probabilité de A.

Remarque 0. On n’est pas du tout obligé d’imposer que la tribu 2 contienne tous
les singletons : il s’agit plutot d’'une commodité “technique”.

Remarque 1. Si (€2,21) est un univers probabilisable, alors la tribu 2 contient tous
les ensembles dénombrables.

Remarque 2. Lorsque la tribu 2l est clairement spécifiée par le contexte, on parle
de loi de probabilité sur €). En particulier :
e pour un 2 dénombrable, on a toujours A := P(Q);

e pour Q = R? on prendra toujours 2 := B(R?), la tribu borélienne de R,

Remarque 3. 11 faut garder en téte que si E est un éveénement, alors
P(E°) =1—-P(E).

Remarque 4. 11 faut également se souvenir de la continuité monotone de la loi
de probabilité P :

n—o0

P(U An) = lim P(A,) =supP(A4,) pour toute suite croissante (A,) < A,

neN

et, comme P est une mesure finie,
P(ﬂ Bn) = lim P(B,) = infP(B,) pour toute suite décroissante (By) < 2.
n—o0 n
neN

1.2. Evénements presque surs.

DEFINITION 1.2. Soit (2,2, P) un espace de probabilité. Un événement E est dit
presque sir si P(E) = 1; ou, de mani ere quivalente, si P(E€) = 0. Une propriété
(P) relative aux éléments de Q2 est dite vraie presque strement si 'ensemble des
w € Q vérifiant (P)est un événement presque sir.

Remarque. La plupart du temps, on écrira “ps” au lieu de “presque surement”.
)

13
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FA1T ESSENTIEL. Une intersection dénombrable d’évenements presque strs est en-
core un évenement presque sur.

Démonstration. Si (E,)nen est une suite d’éveénements presque strs et si on pose
E =y En, alors E¢ = | JJ’ ES et donc P(E) < Y,)°P(ES) = 0. 0

REFORMULATION. Une conjonction dénombrable de propriétés presque siires est
encore une propriété presque stre. Autrement dit, si (P, ) en est une suite de propriétés
dépendant de w € () et si on sait que

VneN : (Pp(w) est vraie ps),
alors on peut conclure que
(VneN : Py(w) est vraie) ps.
1.3. Intégration. Comme les lois de probabilité sont des mesures, toute la théorie

de l'intégration s’applique.

FAIT IMPORTANT. Si (€,2,P) est un espace de probabilité, alors toute fonction
mesurable bornée f : Q) — R est intégrable par rapport a P.

Démonstration. On a o, |f|dP < | ] x P(Q) < c0. O

REMARQUE. Il ne faut pas oublier non plus les deux faits suivants, qui sont tres
souvent utiles.

e Si f:Q — R est une fonction mesurable positive telle que SQ fdP < oo, alors
f(w) < oo presque stirement.

e Si f:Q — R est une fonction mesurable positive telle que SQ fdP = 0, alors
f(w) = 0 presque stirement.

1.4. Classes monotones. Dans ce qui suit, {) est un ensemble non vide.

DEFINITION 1.3. Soit M une famille de parties de Q. On dit que M est une classe
monotone si M est stable par réunions dénombrables croissantes et par différences
propres, et si de plus 2 € M. Autrement dit, M est une classe monotone si

e Qe M;
e (ABeEM et A B) = (B\Ae M);
. Uf:o Ay, € M pour toute suite croissante (Ap)nen d’éléments de M.

EXEMPLE. On prend 2 := R. Si y; et pg sont deux mesures boréliennes finies sur
R telles que pi(R) = p2(R), alors M = {4 € B(R); p1(A) = p2(A)} est une classe
monotone.

Démonstration. Exo. O

DEFINITION 1.4. Soit C une famille de parties de Q. On dit que C est un T-systéme
st C est stable par intersections finies..

EXEMPLE. On prend ) := R. La famille C = {]—oo,t]; te R} est un m-systéme.

Démonstration. C’est évident. O
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Le résultat suivant jouera un réle tres important dans plusieurs démonstrations a
venir.

THEOREME DES CLASSES MONOTONES. Si C € P(f2) est un m-systéme et si M <
P(£2) est une classe monotone contenant C, alors M contient la tribu o(C) engendrée
par C.

Démonstration. Elle a été faite dans le cours d’intégration. Voici cependant les
grandes lignes. L’idée est de considérer la classe monotone My engendrée par C (i.e.
la plus petite classe monotone contenant C), et de montrer que M est une tribu.

(i) On commence par montrer que A N B € M pour tout A € C et pour tout B €
M. Pour cela, on fixe A € C et on vérifie que la famille M 4 := {B < Q; An B e My}
est une classe monotone qui contient C.

(ii) Ensuite, on montre que A n B € My pour tous A, B € My, en fixant B € M,
et en observant que la classe monotone Mp = {A < Q; An B € My} contient C par
(i). A ce stade, on sait donc que My est stable par intersections finies.

(iii) Par (ii) et comme la classe monotone My est stable par complémentation, on
voit que My est stable par réunions finies. On en déduit alors que My est stable par
réunion dénombrables en utilisant la stabilité par réunions dénombrables croissantes.

O

COROLLAIRE 1.5. Si 1 et uo sont deux mesures boréliennes finies sur R telles que
p1(]—o0,t]) = pa(]—00,t]) pour tout t € R, alors g = po.
Démonstration. Comme les mesures p1 et pg sont finies et qu’on a de plus u; (R) =
limy, 00 pr1(]—00,n]) = limy, o0 p2(]—00, n]) = p2(R), la famille
M= {AeBR); pi(A4) = p2(4)}

est une classe monotone. Par hypothese, on peut appliquer le Théoréeme des classes
monotones avec M et le 7 -systeme C := {]—oo,t]; te R} : la conclusion est que M
contient o(C) = B(R), et donc que u1(A) = p2(A) pour tout borélien A < R. O

2. Lois discretes et lois a densité

2.1. Lois discreétes.

DEFINITION 2.1. Soit (Q,2) un univers probabilisable. On dit qu’une loi de probabi-
lité P sur (Q,2A) est discréte si P est portée par un ensemble dénombrable, autrement
dit s’il existe un ensemble dénombrable D < Q) tel que P(Q\D) = 0.

Exemple. Si a € Q, alors P := §, est une loi discréte car elle est portée par {a}.

Remarque. Par définition, si I'univers € est dénombrable, alors toute loi de proba-
bilité sur €2 est discrete.

DEFINITION 2.2. Soit Q un ensemble non vide. Une densité discréte sur ) est
une fonction p: Q — R telle que p =0 et > p(w) = 1.

wef

Remarque. Dit autrement, p est une fonction positive telle que SQ pdue =1, ou p,
est la mesure de comptage sur 2.

PROPOSITION 2.3. Soit (Q,2() un univers probabilisable.

(1) Si P est une loi de probabilité discréte sur (2,24), alors la fonction p définie
par p(w) = P({w}) est une densité discréte sur §Q.
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(2) Inversement, sip:Q — R est une densité discréte sur S, il existe une unique
loi de probabilité P sur (,2) telle que P({w}) = p(w) pour tout w € Q, et
cette loi P est discrete.

(3) Si P est une loi de probabilité discrete sur (2,20), de densité associée p, alors
on a pour tout Ae A :

P(A) = ) plw) = Y P({w}).
weA weA
Démonstration. (1) Soit P une loi discrete sur (2,2), et soit D <  un ensemble
dénombrable tel que P(Q\D) = 0. Alors P(D) = 1 — P(Q\D) = 1. Mais comme D est
dénombrable, on a aussi P(D) = P(,cp{w}) = Zoep P({w}); done ¥ o p P({w}) =
1. Enfin, P({w}) = 0 si w ¢ D car P({w}) < P(Q\D) = 0; donc ) o P({w}) =
> wep PHw}) = 1. Ainsi, p(w) = P({w}) est une densité discrete sur €2.

(2) Soit p: 2 — R une densité discrete sur §2. Pour A € 2, posons
P(A) = ) plw).
weA

Par définition, on a

PA) = 3 1a(@)pl) = [ Lapdic= [ pe
we) Q A
ou . est la mesure de comptage sur Q. Donc P est une mesure sur (£2,2) (¢f cours
d’intégration). De plus P(Q) = > . p(w) = 1, donc P est une loi de probabilité; et
on a par définition P({w}) = p(w) pour tout w € Q.
Montrons maintenant que P est une loi discrete. Cela repose sur le fait suivant,
dont on se re-servira.

FArT 2.4. Si v est une mesure finie sur (,2), alors D := {w € Q; u({w}) # 0}
est un ensemble dénombrable.

Preuve du Fait 2.4. On a D = | ;s Dg, ot Dy, = {w € Q; p({w}) = 1/k}; donc
il suffit de montrer que chaque ensemble Dy, est fini.

Supposons que Dy, soit infini pour un certain k. Soit IV € N* quelconque. Comme
D, est infini, il contient au moins N points distincts wq,...,wy. On a alors

N
p(Dg) = plfor, . wond) = D plle) = N x
=1

donc a fortiori () = % pour tout N € N*/ ce qui est absurde puisque u(Q2) < .
]

Par le Fait 2.4, lensemble D := {w € Q; p(w) # 0} = {w € Q; P({w}) # 0} est
dénombrable; et par définition de P et D, on a P(D) = >, pp(w) = > cqplw) = 1,
donc P(Q\D) =1 —P(D) = 0. Ainsi, P est portée par D et est donc une loi discréte.

Montrons enfin que P est la seule loi de probabilité sur (€©2,2) telle que P({w}) =
p(w) pour tout w € Q. Soit P’ une autre loi vérifiant cette propriété. En posant &
nouveau D := {w € Q; p(w) # 0}, on a P'(D) = P'(U,epfw}) = Doep P ({w})
car D est dénombrable; autrement dit P'(D) = >, .pp(w) = X cqp(w) = 1. Donc
P'(Q\D) =1 —P/ (D) = 0. Pour tout A € 2, on a donc

P'(A) =P (An D)= Z P'({w}) car A D est dénombrable;
weAnD
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autrement dit

P(A)= ) pw)= ), pw)=PEA).

weAnD weA
(3) Découle de la preuve de (2). O

COROLLAIRE 2.5. Une loi de probabilité P sur (2,21) est discréte si et seulement

S B({w)) = L.

weN

St

Démonstration. Exo O

REMARQUE. Par la proposition précédente, si P est une loi discrete sur (2,2() de
densité associée p, on a pour tout ensemble A € A :

P(A) = L p dic,

ou . est la mesure de comptage sur 2. Le membre de droite a un sens pour n’importe
quelle partie A de €2, et définit une mesure sur (€2,P(£2)); donc on voit que la loi P
peut se prolonger en une loi de probabilité définie sur P(§2) tout entier.

EXEMPLE 1. Soit €2 un ensemble fini. Il existe une unique loi de probabilité sur €2
telle que

1
P({w}) = 70 pour tout w € Q.

On dit que P est la loi uniforme sur 2. Par définition, on a
_#A
= 20

Démonstration. 11 S’agit de montrer que la fonction p : Q@ — R™ définie par p(w) :=
ﬁ est une densité discrete, autrement dit que ), .o p(w) = 1; ce qui est évident. O

P(A) pour tout A < Q.

EXEMPLE 2. Soit p € [0,1]. Il existe une unique loi de probabilité sur € := {0,1}
telle que

P{1}) =p et P{0}) =1-p.
On dit que P est la loi de Bernoulli de parameétre p, et on la note B(p).

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 3. Soit n € N, et soit p € [0, 1]. Il existe une unique loi de probabilité P
sur Q := [0, n] telle que

P({k}) = <Z>pk(1 —p)nk pour tout k € [0, n].
On dit que P est la loi binomiale B(n, p).

Démonstration. Sion pose p(k) == (})p¥(1—p)"~* pour tout k € [0,n], on a par
la formule du bindéme

D1 oplk) = (Z)p’“(l —p)"F=(p+(1-p)" =1
ke[0,n] k=0

donc p est une densité discrete sur 2 = [0, n]. O
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EXEMPLE 4. Soit A > 0. Il existe une unique loi de probabilité sur 2 := N telle
que
pLA A\
P({k}) = e

On dit que P est la loi de Poisson de parameétre A, et on la note P()\).

pour tout k € N.

=Pz

Démonstration. Si on pose p(k) := 2y e~ pour tout k€ N, on a

8

)\k
Zp(k)ze_)‘ ﬁze_’\xe)‘zl;
keN k=0

donc p est une densité discrete sur N. O

LEMME 2.6. (intégration)

Soit P une loi de probabilité discréte sur un univers Q, de densité associée p : Q@ — R™T.

(i) Pour toute fonction (mesurable) positive f sur Q, on a

(+) jﬂfdm = S f@)pw) = 3 B({wh) ).

we wEeS

(ii) Une fonction (mesurable) f : Q — R est intégrable par rapport a P si et
seulement si ), o |f(w)|p(w) < 0, et alors (*) est vraie.

Démonstration. (1) 11 s’agit de montrer que pour toute fonction (mesurable) f :

Q —R*" ona
f fdP:f Fodpe,
Q Q

ou . est la mesure de comptage sur €. Si f est une fonction indicatrice, f = 14, le
résultat est vrai d’apres la Proposition 2.3 :

| 14 =B = 3 p) = 35 1at@lote) = | 1apdc

weA weN

Par linéarité, on en déduit que le résultat est encore vrai pour toute fonction f étagée
positive; et on conclut par convergence monotone.

(ii) La premiere partie découle de (i) appliqué a la fonction positive |f]; et (x)
s’obtient en écrivant f = f* — f~ et en appliquant (i) & f et f~. O

LEMME 2.7. (évenements presque surs)
Soit P une loi discréte sur Q, de densité associée p : Q — RT. Un événement E < Q)
est presque sur si et seulement si p(w) = 0 pour tout w ¢ E.

Démonstration. C’est évident puisque P(E®) = 3} o5 p(w). O

COROLLAIRE 2.8. Si p(w) > 0 pour tout w € §, alors le seul événement presque
sur est E = ; autrement dit : une propriété (dépendant de w € Q) est vraie presque
sturement si et seulement si elle est vraie pour tout w € €.
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2.2. Lois a densité. Dans ce qui suit, on note Ay la mesure de Lebesgue sur R?,
et pour une fonction (borélienne) f positive ou intégrable sur R?, on pose

y f(z)dx = fRd fd\g

DEFINITION 2.9. Soit d € N*. Une densité lebesguienne sur R? est une fonction
\g-mesurable p : R* — R (i.e. p est définie \g-presque partout et presque partout égale
a une fonction borélienne) telle que p = 0 presque partout et (o4 p(x)de = 1.

LEMME 2.10. Si p : R? — R est une densité lebesquienne, on définit une loi de
probabilité sur R? en posant pour tout borélien A < R? :

P(A) := fA p(x) dx.

Démonstration. On sait (cf cours d’intégration) que cette formule définit une me-
sure borélienne sur R?; et on a P(R SIRd p(z)dr = 1. U

DEFINITION 2.11. Une dit qu’une loi de probabilité P sur R? est une loi & densité
si elle provient d’une densité lebesquienne, i.e. s’il existe une densité lebesguienne p
telle que P(A) = §, p(z)dz pour tout borélien A = R On écrit alors P = pdzx, ou
P = p(z)dz, ou encore dP(x) = p(x)dx.

REMARQUE 1. La loi détermine la densité : si pidx = padx, alors pi(x) = pa(z)
Ag-presque partout.

Démonstration. Supposons que p; et ps ne soient pas presque partout égales, au-
trement dit que A\;({p1 # p2}) > 0. Alors on a par exemple \;({p1 > p2}) > 0. Si on
pose E := {p1 > pa}, alors p1 — pg > 0 sur E et A\g(E) > 0, donc {(p1 — p2) dAg > 0.
Ainsi §, p1(z) dz > § p2(x) dz, et donc pidx # pada. O

REMARQUE 2. Si P est une loi & densité sur R?, alors P est une mesure diffuse :
on a P({z}) = 0 pour tout = € R%.

Démonstration. On sait que Ag({x}) = 0 pour tout z € R?; donc P({z}) =
S{z} pdAd =0. O

EXEMPLE 1. Si K est un borélien de R? tel que A\g(K) > 0, la fonction
1
= T 1](
P N(E)
est une densité lebesguienne sur R%. La loi P := X ( ®) 1k dx s’appelle la loi uniforme
sur K. Par définition, on a

A(A N K) _
P(A) = ———= our tout borélien 4 < R,
et donc A(A)
P(A) = 24 our tout borélien A € K.

En particulier, la loi uniforme sur [0,1] est P = 1} ;jda.

Démonstration. On a (o4 1g(x)de = (palxdrg = Ng(K), donc (4 p(z) dx
1.
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EXEMPLE 2. La fonction p : R — R définie par
1 a2
x) = e
p(x) T

2
est une densité lebesguienne sur R. Plus généralement, si m € R et ¢ > 0 sont donnés,
la fonction

1 _@m?
e 202

T) =
Pm,U( ) o

1

est une densité lebesguienne. La loi P := o e~ (@=m)?/20% 1 s’appelle la loi normale

N (m,o?).

Démonstration. On a

1 _(@=m)?
J Pm.o(x)dr = f e 22 dzx
R R

2o

1 u _
= f e 2 odu en posant u = @
2o Jr

u2
=1 car SRe_Tdu = 4/27.
O

Remarque. 11 est souhaitable de savoir redémontrer que 'intégrale I := SR e~ %2y

est égale & v/2m. La preuve la plus simple consiste & écrire 2 comme une intégrale
double et a passer en coordonnées polaires (exo).

EXEMPLE 3. La fonction p : R — R définie par

1 1
pz) = w14 22
est une densité lebesguienne sur R. La loi P := % % s’appelle la loi de Cauchy.
Démonstration. On a §p p(x) dez =1 car { % = [arctan(x)]o_ooo =T. O

EXEMPLE 4. Soit A > 0. La fonction p : R — R définie par
p(x) == Ae M1 ()

est une densité lebesguienne sur R. La loi P := )\e*)‘xl]opo[(x)da: s’appelle la loi
exponentielle de parameétre \.

Démonstration. On a {5 p(x) dz = )\Sgo e Mdr = A x [—3 e_)‘x]go = 1. O

LEMME 2.12. (intégration)

Soit P une loi & densité sur RY, de densité associée p : R? — R*,

(i) Pour toute fonction borélienne positive f sur RY, on a

JdP= | f(a)p(z)dr.
Rd Rd

—~
*
~—

(ii) Une fonction borélienne f : R? — R est intégrable par rapport o P si et
seulement si §pq | f(2)|p(x)de < o0, et alors (x) est vraie.

Démonstration. La preuve est exactement la méme que celle du Lemme 2.6. O
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LEMME 2.13. (événements presque sirs)
Soit P une loi & densité sur R?, de densité p : R* — R. Un événement E < R? est
presque sir si et seulement si p(x) = 0 pour presque tout x ¢ E relativement a la
mesure de Lebesque \g, autrement dit si Ag(E¢ n {p # 0}) = 0.

Démonstration. C'est évident puisque P(E°) = {,. pdAqg. O
3. Probabilités conditionnelles

Dans cette section, on se donne un espace de probabilité (2,2, P), et on suppose que
(©, 2, P) modelise une “expérience réelle”. Par conséquent, on identifiera complétement
les évenements mathématiques (i.e. les E € 2A) avec des “événements réels”, et on
s’autorisera des raisonnements “intuitifs”.

DEFINITION INTUITIVE. Soit E un événement. Si A est un autre événement, la
probabilité de A sachant E, notée P(A | E), est le degré de plausibilité qu’on accor-
derait & A si on était certain que I’évenement E se produit.

Exemple 1. Si on joue 2 fois a pile ou face, il devrait étre intuitivement clair que
le résultat du ler jet n’influe pas sur les chances d’obtenir “pile” au 2eme jet, et donc
qu’on a par exemple P(“pile” au 2eme jet | “face” au ler jet) = 1/2.

Exemple 2. Si on tire 2 cartes 'une apres 'autre dans un jeu de 52 cartes (et que
le tirage est “sans remise” : on ne remet pas la lere carte tirée dans le jeu), il est
intuitivement clair que P(la 2éme carte est un “pique” |la lére est un “pique”) = 12

51
N Iy ” s « »y _ 13
et que P(la 2eme carte est un “pique” |la lere est un “coeur”) = £3-

[4

PROPRIETES INTUITIVES. Il est raisonnable de considérer que la “probabilité condi-
tionnelle” possede les propriétés suivantes.

(o) Si E est un évenement “presque impossible”, i.e. P(E) = 0, alors P(A| E) n’a
pas de sens. (Si I'impossible se produit, on ne peut plus rien dire de sensé...).

(i) L’application A — P(A | E) est une loi de probabilité.

(ii) On a P(E|E) = 1. (Si on est certain que E se produit... on est certain que E se
produit. )

(iii) Si la réalisation d’un évenement A implique celle de F, autrement dit si A € E,
alors P(A| E) est proportionnelle & P(A). (Le fait de savoir que E est réalisé ne change
“esentiellement pas” le degré de plausibilité qu’on accorde a A, puisque de toutes facons A
entraine E.)

Ces propriétés suffisent & déterminer P(A| E) pour n’importe quel événement A.
En effet, par (i) et (ii) on doit avoir P(E°|E) =1 —P(E | E) = 0, donc
P(A|E)=P((AnE°)|E)+P((AnE)|E) =P((AnE)|E);
et donc par (iii) :
P(A|E) =cP(An E),
ou ¢ est une constante indépendante de A. Comme P(E | E) = 1 et P(F) # 0 par (ii)
et (0), la constante ¢ vaut 1/P(E); d’ou la formule suivante :

FAIT 3.1. Si A et E sont deuzx événements et si P(E) # 0, alors
P(ANnE)

PAIE) = 5
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Le raisonnement qui a conduit & cette formule peut étre généralisé, moyennant une
hypothese sur I’espace de probabilité (2,2, P).

REMARQUE 3.2. Supposons que 'espace (2,2, P) possede la propriété suivante :
pour tout E € 2 et pour tout x € [0, P(E)], il existe A < E tel que P(A) = x. Supposons
également que soit donnée, pour tout E € 2 vérifiant P(E) # 0, une application

g A — [0, 1] vérifiant les conditions suivantes :

(i) Py est une loi de probabilité;
(ii) Pe(E) = 1;
(iii") si A < E, alors Pg(A) ne dépend que de P(A).

Alors Pg(A) = PSP{EE;E) = P(A| E) pour tout E tel que P(E) # 0 et pour tout A € 2.

Démonstration. Fixons E tel que P(E) > 0, et posons ¢ := 1/P(E).

Par hypothese sur (2,2, P), on peut, pour tout z € [0,P(FE)], trouver A, € E tel
que P(A,) = z; et par (iii’), on sait que Pg(A,) ne dépend pas de I’événement A,
vérifiant ces propriétés. On peut donc définir une fonction ¢ : [0,P(E)] — [0, 1] en
posant

o(x) :=Pg(A) pour n’'importe quel A € E tel que P(A) = z.

1l suffit alors de prouver que
(%) o(z) =cx pour tout z € [0,P(E)].

En effet, pour A € 2 quelconque, on aura alors (en utilisant le fait que Pg(F) = 1
et donc Pp(\E) =0) :

P(ANnE)
P(E)
FAarr 1. Si0 < z,y <P(E) et x +y < P(E), alors p(z +y) = ¢(x) + ¢(y).

Pp(A) = Pg(A A E) = p(P(A E)) = cP(An E) =

Preuve du Fait 1. Par hypothese sur (Q2,2(,P), on peut trouver C < E tel que
P(C) = z +y; puis, comme z < P(C), on peut trouver A < C' tel que P(A) = x. Alors
B := C\A vérifie P(B) = P(C) —P(A) = y; et par (i), on a

p(r +y) =Pp(C) =Pr(A) + Pr(B) = p(z) + ¢(y).

FarT 2. La fonction ¢ est croissante.

Preuve du Fait 2. Soient x,y tels que 0 < < y < P(F). Par hypothése sur
(©,2(,P), on peut trouver B < E tel que IP’(B) =y, puis A € B tel que P(A) = z. Par
(i), on a donc ¢p(z) = Pg(A) < Pr(B) = ¢(y). O

FAIT 3. On a ¢(0) =0 et (P(E)) = 1.

Preuve du Fait 3. Cela découle de (i) et (ii) : ¢(0) = Pr(&) = 0, et p(P(E)) =
Pp(E) = 1. O

La fin de la preuve est maintenant “classique”.

En utilisant le Fait 1, on montre qu’on a ¢(pz) = pp(u) pour tout u € [0,P(E)] et
pour tout p € N tel que pu < P(E); puis que ¢(rv) = r¢(v) pour tout v € [0, P(E)]
et tout rationnel r = 0 tel que rv < P(E). En prenant v := P(E) = ¢!, on obtient
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donc @(rc™t) = r pour tout r € Q n [0,1], autrement dit p(x) = ca pour tout
reD:=[0,P(E)] nclQ.

Pour z €]0,P(E)[ quelconque, on choisit alors deux suites (s,) et (¢,) de points
de D tendant vers z, avec s, < x < t,. Par le Fait 2, on a ¢(s,) < p(z) < ¢o(tn),
autrement dit c¢s, < ¢(z) < ct, pour tout n € N, d’ott p(x) = cx en passant a la
limite. Ainsi, ¢(x) = cx pour tout = €]0,P(E)[, et ceci est encore vrai pour x = 0 et
x =P(F) car ¢(0) =0 et ¢(P(F)) = 1 par le Fait 3. O

Ezercice 1. Montrer que ’hypothese sur (€2, 2, P) est satisfaite si 2 = R et si P est
une loi diffuse. (Commencer par montrer que pour tout borélien E < R, la fonction ¢ définie
par ¢(t) = P(En] — o0,t]) est continue sur R.)

FEzxercice 2. Montrer que la Remarque 3.2 vaut encore si on remplace ’hypothese
sur (2,2, P) par la suivante :  est un ensemble fini et P est la probabilité uniforme.
(Commencer par décrire I'ensemble R := {P(A); A < Q}. Montrer ensuite que si z,y € R sont
tels que z +y € R, et si C € P(Q) est tel que P(C) = x + y, alors on peut trouver A, B < C
tels que P(A) = z et P(B) = y. Puis adapter la preuve de la Remarque 3.2.)

Ezercice 3. Montrer que si §2 est fini et si P est la loi uniforme sur 2, alors la
restriction de P(- | E) & P(F) est la loi uniforme sur E.

NOTATION. Si A, Eq,..., E, sont des éveénements et si P(Ey n--- n E,) # 0, on
pose
P(A|Ey,...,E,) :=P(A|E1n---n Ey).
C’est la “probabilité que A soit réalisé sachant que E1, Es ... et E, sont réalisés”.

PROPOSITION 3.3. Si Fy, ..., En sont des événements tels que P(E1n---nEy) # 0,
alors on a la formule des probabilités en cascade :

P(El MM EN> = ]P(El) ]P)(EQ | El) ]P)(Eg | El, EQ) < P(EN | El, ey ENfl).
Démonstration. Le second membre est égal a

]P)(EQ N El) " ]P)(E3 N (EQ N El)) ‘o x P(EN N (EN—l AN El))
P(El) ]P)(EQ M El) P(EN_l NN El) ’

qui se simplifie “en diagonale” pour donner P(Ex n --- n Eq). O

P(El) X

REMARQUE. C’est cette formule des probabilités en cascade qui justifie 'utilisation
d’“arbres pondérés” pour calculer des probabilités.

Exemple. On tire 4 cartes au hasard dans un jeu de 52 cartes, et on veut savoir
quelle est la probabilité d’obtenir un carré.

Il y a 13 carrés possibles, qui sont évidemment “équiprobables” ; donc la probabilité
cherchée est p := 13¢, ou ¢ est la probabilité d’obtenir un carré d’as. On considére que
les cartes sont tirées l'une apres l'autre (et sans remise). Si on note E; I’événement “la
i-eme carte tirée est un as” (pour i = 1,2,3,4) alors

q=P(E1)P(Ez | E1) P(E3 | B, E2) P(Ey | Ev, B, E3)
4 3 2 1
= — X — X — X —,
52 51 50 49

d'oup = ﬁ apres simplification.
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PROPOSITION 3.4. (formule des probabilités totales)

Si (E;)ier est une partition dénombrable de Q en événements tels que P(E;) # 0, alors
on a pour tout événement A :

P(A) = Z P(A[E;) P(E;).

iel
Démonstration. On a A = |J;c;(A n E;), réunion dénombrable disjointe, donc
P(A) = Xier P(A 0 Ey) = 3 P(A| E;)P(E). O

Exemple. Une petite fille aimant les bonbons au citron mais pas les bonbons a la
banane a devant elle trois boites opaques, la lére contenant 10 bonbons au citron et
30 bonbons a la banane, la 2éme contenant 20 bonbons au citron et 20 bonbons a la
banane, et la 3eme contenant 20 bonbons au citron et 30 bonbons a la banane. Elle
choisit une boite au hasard et pioche un bonbon dedans. On veut savoir quelle est la
probabilité qu’elle mange le bonbon.

La probabilité cherchée est p := P(A), ou A est 'événement “la petite fille pioche
un bonbon au citron”. Si on numérote les boites et qu’on note F; ’évenement “la petite
fille choisit la boite numéro i” (pour i = 1,2,3), on a P(E;) = % pour ¢ = 1,2, 3. Donc,
par la formule des probabilités totales,

p= %(P(A | E1) + P(A| Ey) + P(A| E3))
1 10 20 20,
=37 (o 20 * 50)
soit finalement p = %.

PROPOSITION 3.5. (Théoréeme de Bayes)
(1) Si E et E' sont deux événements tels que P(E) # 0 et P(E’) # 0, alors
P(E'| E) P(E)
P(E)
(2) Soit (E;)ier une partition dénombrable de Q2 en événements tels que P(E;) #
0. Pour tout événement E tel que P(E) # 0 et pour tout ip € I, on a
P(E | Ei) P(Ei)
21 P(E| Ei) P(E;)
Démonstration. (1) est évident (micro-exo).
(2) Par (1), on a

P(E|E) =

P(Ei, | E) =

P(E| Ei,) P(Ei,)
P(E) ’
d’ou le résultat par la formule des probabilités totales. O

P(Ei, | E) =

Exemple. Dans un certain ensemble d’objets, on a de bonnes raisons d’estimer
que 1 objet sur N est défectueux. On met au point un test pour détecter les objets
défectueux. Le test est efficace & 100% : un objet défectueux a 100% de chances d’étre
détecté; et il y a cependant € % de chances qu’un objet non défectueux soit déclaré
défectueux par le test. On veut savoir quelle est la fiabilité du test, autrement dit la
probabilité qu'un objet déclaré défectueux par le test soit effectivement défectueux.

Formellement, 1'expérience consiste a tirer un objet au hasard et a le tester. No-
tons D I’évenement “I’objet est défectueux” et DD I’évenement “I'objet est déclaré
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défectueux”. La probabilité cherchée est p := P(D | DD). On applique la théoreme de
Bayes avec la partition (D, D€) : cela donne

- P(DD | D)P(D)
Y= B(DD|D)P(D) + P(DD | D) P(D*)
1 x %

- 1 1y

autrement dit

_ 100
P T00+e(N—1)
Application numérique : avec N = 1000 et € = 1, on obtient p = % < %. Donc,

un test apparemment trés raisonnable s’avere n’étre méme pas “fiable & 10%”. La
morale pourrait étre la suivante : si on sait déja qu’il y a tres peu d’objets défectueux,
autant ne rien tester du tout (!)

4. Evénements indépendants
DEFINITION 4.1. Soit (2,2, P) un espace de probabilité.
(1) On dit que deux événements E et F' sont indépendants si on a P(E N F) =
P(E)P(F).
(2) Plus généralement, étant donné une famille (E;);er d’événements, on dit que

les E; sont indépendants, ou que la famille (E;);c; est indépendante
si, pour tous i1, ...,1 € I deux a deux distincts, on a

P(Eil @ EiQ MM Eir) = ]P’(E‘Z )IP)(EZ ) c ]P)(EZ )
Remarque 1. Si E et F sont deux événements tels que P(E) > 0 et P(F) > 0, alors
E et F indépendants <= P(F|F) =P(F) < P(F|E) =P(F).

Autrement dit : savoir que F est réalisé n’a aucune influence sur le degré de plausibilité
qu’on accorde a FE, et vice versa.

Démonstration. Comme P(E N F) =P(E|F)P(F),ona P(En F) =P(E)P(F) si
et seulement si P(F | F') = P(E); et le résultat “symétrique” en découle en échangeant
les roles de E et F'. O

Remarque 2. Plus généralement, si (E;);es est une famille quelconque d’événements
avec P(E;) > 0 pour tout 4, alors dire que les E; sont indépendants signifie que pour
tout ¢ € I et pour tous ji,. .., jm différents de ¢, on a P(E; | E; E;.) =P(E;).

Démonstration. Exo. O

19

Remarque 3. Par définition, une famille d’événements (E;);e; est indépendante si
et seulement si toute sous-famille finie (F;);cr est indépendante. En particulier, si les
FE; sont indépendants, alors ils sont deux a deux indépendants : pour tous 7, j tels
que 7 # j, les évenements F; et E; sont indépendants.

ATTENTION. Lorsqu’il y a plus de 2 événements F;, I'indédendance deux a deux,
i.e le fait que E; et E; soient indépendants pour tout couple (i, ) tel que ¢ # j, ne
suffit pas & assurer I'indépendance de la famille (F;);c;. Par exemple, si on lance 2 dés
I’un apres l'autre, les évenements E; :=“le ler chiffre obtenu est pair”, Es :="“le 2éme
chiffre obtenu est pair” et F3 :=“la somme des chiffres est paire” sont deux a deux
indépendants, mais la famille (Ey, Fs, E5) n’est pas indépendante (exo).
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ExeEMPLE 1. Une boite opaque contient N; dragibus noirs et Na dragibus rouges.
On tire n > 2 dragibus 'un apres 'autre dans la boite, et pour ¢ = 1,...,n, on note
E; événement “le i-eme dragibus tiré est noir”. Alors :

(i) si a chaque étape on remet le dragibus tiré dans la boite, les événements
FEq, ..., E, sont indépendants;

(ii) si on mange les dragibus tirés a chaque étape, les événements Fj, ..., E, ne
sont pas indépendants.

Démonstration. On notera N = N1 + N> le nombre total de dragibus.

(i) Comme on remet les dragibus a chaque fois, la couleur du i-éme n’est pas
influencé par celle des autres. Donc, il est intuitivement “évident” que si si i € [1,7n]
et j1,...,Jm # 1, alors ]P)(El ‘ Ejl’ c. 7Ejm) = Nl/N = P(EZ)

(ii) On va montrer que Fj et Es ne sont déja pas indépendants.

Il est intuitivement “évident” que P(E;) = % ; et comme on mange & chaque fois
le dragibus tiré, il est aussi “évident” que P(FEy | E;) = ]]\i}:ll Pour conclure, il suffit
donc de montrer que P(Fs) = % (ce qui prouvera que P(FEs | Eq) # P(F3) puisque
Ny # N). Ce dernier fait parait pas “évident”, mais se démontre avec un petit calcul :

par la formule des probabilités totales, on a
P(E3) = P(E2 | Ey) P(E1) + P(Ey | EY) P(EY)
Ni—1 N Ny < N1>

= x| 1—-—==

X — +

N-1 N N-1 N
:N(]Vl_l)((Nl—l)N1+N1(N_N1))
:N(Nl_l)x(—Nl—i-NlN):]]\\[[l‘

0

EXEMPLE 2. On lance deux dés 'un apres 'autre. On note E; ’évenement “le ler
chiffre obtenu est pair”, Eo I’événement “le 2éme chiffre obtenu est impair”, et enfin
E Vévénement “la somme des chiffres est paire”. Alors Ep, Eo, E sont deux a deux
indépendants, mais pas indépendants.

Démonstration. Exo. O

Le fait suivant est souvent utile.

FAIT 4.2. Si (E;)ier est une famille indépendante d’événements, alors les Ef sont
indépendants. Plus généralement, si pour ¢ € I on pose F; := E; ou E, alors les F;
sont indépendants.

Démonstration. Tout repose sur un

SOUS-FAIT. Si (A;)ier est une famille indépendante d’évenements et si jo € I, alors
la famille {A5 } U (A;)izj, est indépendante.

Preuve du sous-fait. On sait déja que si i1, ...,4, € I sont deux & deux distincts et
différents de jo, alors P(A;, n---n A;) = P(A4;,) ---P(4;,) ; donc il suffit de montrer
que si i1, ...,4, sont deux a deux distincts et différents de jp, alors

P(AS N Aiy 00 Ag) = P(AS)) P(Ayy) -+ P(Ag,).
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Pour cela, on écrit
P(AS N Aiy 00 Ay)

]P)((A“ MM Air)\(AjO M Ail MM Azr))

Z]P)(Ail ﬁ-"ﬁAiT)—P(AjO ﬁAil M -"ﬁAZ‘T)
=P(4;,) - P(A;,) — P(4;) P(4i) - - P(4,)
= (1= P(4,)) P(Ai,) -~ P(A;,)
= P(A5) P(A,) - - P(Aj, ).
O
Soient maintenant i1,...,4, € I deux a deux distincts. En appliquant r fois le
sous-fait, on voit que la famille (F},, E;,, ..., E;,) est indépendante, puis que la famille

(Fiy, Fiy, Eig, ..., E;,) est indépendante, et ainsi de suite jusqu’a (Fj,, ..., F;,). Ainsi,
toute sous-famille finie de la famille (F;);er est indépendante, ce qui termine la preuve.
O






Chapitre 3

Variables aléatoires

1. Définition et exemples

DEFINITION 1.1. Soit (A,B) un univers probabilisable. Une variable aléatoire
a valeurs dans (A,B) est une application mesurable X : (Q,2,P) — (A,B), ou
(Q,20,P) est un certain espace de probabilité.

Remarque 1. S’il n’y a pas de doutes sur l'identité de la tribu 25, on parle de
variable aléatoire a wvaleurs dans A. Ainsi, une variable aléatoire a valeurs dans A est
“un élément de A qui dépend du hasard”.

Remarque 2. Pour aller plus vite, on écrira “va” au lieu de “variable aléatoire”.

Remarque 3. Une va réelle est une va a valeurs dans R.

¢

Remarque 4. On appellera encore variable aléatoire toute “va presque surement
définie”, autrement dit toute application mesurable X : €y — A, ou Qy < Q est
mesurable avec P(€g) = 1.

EXEMPLE 1. Soit (2,2, P) un espace de probabilité. Si E est un éveénement, alors
1g est une va définie sur 2, a valeurs dans {0, 1}.

EXEMPLE 2. On joue n fois a pile ou face, et on appelle X le nombre de “piles”
obtenus. En termes semi-formels, le résultat de I’expérience est une suite (ay,...,a,),
ou a; est le mot “pile” ou le mot “face”. Plus formellement, on peut modéliser la
situation en prenant Q = {0,1}", ou 1 correspond a “pile” et 0 correspond a “face”.
Tous les résultats sont équiprobables, donc on prend pour P la loi uniforme. Alors X
devient une va définie sur €2, a valeurs dans A = [0, n]. En fait, siw = (wy,...,wy) € 2
olt w; € {0,1}, alors X (w) = > | w;.

EXEMPLE 3. Soit (€2, 2(, P) un espace de probabilité quelconque. Si on pose X (w) :=
w pour tout w € €, alors X est une va a valeurs dans (€2,2().
2. Loi d’une variable aléatoire
NOTATION. Si X : (92,2, P) — (A,*B) est une va, on pose pour tout A € B :
(XeAl:={weQ; X(w)e A} = X1(A).

LEMME 2.1. Si X est une va définie sur (2,,P) et a valeurs dans (A,*B), on
définit une loi de probabilité Px sur (A,B) en posant pour tout A € B :

Px(A) = P({X € A})
On dit que Px est la loi de X sous la probabilité P.

29
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Démonstration. La définition a un sens car {X € A} = X1(A4) € 2 pour tout
A € B et donc on peut bien écrire P({X € A}). Si (Ag)nen est une suite d’éléments de
B deux a disjoints, alors {X € ey Ak} = Upen{X € Ax} ot la réunion est disjointe,
done Px (Uen Ak) = P(Uren{X € Ai}) = 350 P(X € Ay) = X7 Px(Ag). Donc
Px est une mesure; et on a Px(A) =P(X € A) =P(Q2) = 1. O

Remarque. Pour alléger, on écrira souvent P(X € A) au lieu de P({X € A}); et
donc
Px(A) =P(X € A).

EXEMPLE 1. Soient (€2,2(,[P) un espace de probabilité, E un éveénement, et p :=
P(E). Si X := 1g, alors Px est la loi de Bernoulli B(p).

Démonstration. On a Px({1}) = P(X = 1) = P(F) = p; et de méme Px({0}) =
P(E) =1 — p. O

EXEMPLE 2. On joue n fois a pile ou face et on appelle X le nombre de “piles”
obtenus. Alors X suit la loi binomiale B(n, 3).

Démonstration. On modélise en prenant €2 := {0,1}", ou 1 correspond a “pile” et
0 & “face”, avec pour PP la loi uniforme. Alors, on a pour tout k € [0,n] :

#{w e #lie[l,n]; w; =1} = k:}

P(X =k) = 70
B #{A c [1,n]; #A = k}
= o
j— n 1 .
B <k> on’
autrement dit P(X = k) = (})p*(1 — p)" % avec p = 1/2. O

REMARQUE. Plus généralement, supposons qu’on répete n fois une expérience
“binaire” ou la probabilité de “succes” est p € [0,1]. Alors, en considérant que les
répétitions sont indépendantes, le nombre X de succes suit la loi B(n, p).

Démonstration. Pour ¢ = 1,...,n, notons F; ’évenement “succes au i-eme coup” ;
et pour A € [1,n], notons EA évenement “succes au i-eme coup pour tout i € A et
échec au j-iéme coup pour tout j ¢ A”, autrement dit

E*=(En~ () E
i€A je[l,n\A
Par indépendance, on a
P(E?) = p#4(1 —p)"#4  pour tout A < [1,n].

De plus, pour k € [0,n] donné, 'évenement {X = k} est la réunion disjointe des E4
pour les A vérifiant #A = k. Donc

P(X = k) = >, rH-p)t = (Z)pk(l -
{Aclin]; #A=k}



3. “THEOREME DE TRANSFERT” 31

EXEMPLE 3. Si u est une loi de probabilité quelconque sur un univers probabilisable
(A,*B), alors il existe une va X & valeurs dans (A, B) telle que Px = p.

Démonstration. 11 suffit de prendre (Q,2,P) := (A,B, u) et de poser X (w) := w
pour tout w € © (micro-exo). O

Ezxercice. On lance 2 dés, et on appelle X la somme des chiffres obtenus. Montrer
que pour k = 2,...,12, on a Px({k}) = % si2 <k <6etPx({k}) = % si
6 <k<12.

REMARQUE. On dit qu'une va X a valeurs dans A est discrete si sa loi Py est
discrete ; autrement dit s’il existe un ensemble dénombrable D tel que X est presque
stirement & valeurs dans D. On dit qu’une va X & valeurs dans R est une va & densité
si sa loi Py est & densité. Donc (¢f le Chapitre 2)

e si X est une va discrete, on a pour tout A < A :

Px(A) = ) Px({a}) = ) P(X = a);

acA acA

e si X est une va & densité & valeurs dans R? de densité px, on a pour tout
borélien A < R? :

Px(A) = JA px(z)dx.

FEzercice. Soit X une va réelle telle que Px soit une mesure diffuse (par exemple
une va & densité), et soit Z := (X, X), qui est une va & valeurs dans R2. Montrer que
P, est une mesure diffuse, mais qu’elle n’est pas a densité.

3. “Théoreme de transfert”
Le résultat suivant est fondamental pour toute la suite.

THEOREME 3.1. (Théoréme de transfert)
Soit X une variable aléatoire définie sur (2, A, P) et a valeurs dans (A,*B).

(la) Pour toute fonction mesurable positive f : A - R, on a
(%) de}P’XszonIP.
A Q

(1b) Une fonction mesurable f : A — R est intégrable sur A par rapport a Px
si et seulement f o X est intégrable sur Q) par rapport a P; et dans ce cas
(%) est vraie. En particulier, ceci a lieu pour toute fonction mesurable bornée
f:A—>R.

(2) L’identité (x) caractérise Py : si pu est une loi de probabilité sur (A,B) telle
que SQf o X dP = { fdu pour toute fonction mesurable positive f : A — R,
alors p = Px.

Démonstration. (1a) Si f est une fonction indicatrice, f = 1 o E € A, on a
foX =1lgo X = 1{X€E}, donc SQfOXdP = P(X € E) = Px(E) = SAlEdIP)X =
§, fdPx. Par linéarité, on en déduit que (*) est vraie pour toute fonction étagée
positive f : A — R; et par convergence monotone, on obtient (*) pour toute fonction
mesurable positive.

(1b) s’obtient en appliquant (1a) d’abord & | f| pour U'intégrabilité, puis & f+ et f~
pour (x).
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(2) D’apres (la), ona §, fdu = {, fo X dP = {, fdPx pour toute fonction mesu-
rable f : A — R™. En particulier, en prenant f = 1g, on obtient u(F) = Px(E) pour
tout ensemble mesurable £ € A, et donc p = Py. O

REMARQUE. Au lieu de f o X, on écrira souvent f(X). Avec cette notation, le
Théoreme de transfert devient

L F(X)dP = JA £(z) dPx ().

COROLLAIRE 3.2. Si X est une va discreéte, d valeurs dans un ensemble dénombrable
I, on a pour toute fonction f: 1 — RT :

| 10d2 = 3 pirpx =),
Q el
Démonstration. On applique le Théoreme de transfert et le Lemme 2.6 du Chapitre

2 (exo0). ]

COROLLAIRE 3.3. Si X est une va & densité & valeurs dans R%, de densité associée
px : R S R, on a pour toute fonction borélienne f : R* — Rt :

| s = | sa)oxtoe

Démonstration. Exo. OJ

EXEMPLE 1. Soit X une va réelle définie sur (2,2, P) et uniformément distribuée
sur 0, 1[, i.e. Px = 1j9[(z)dx. Alors la va Y := —log(X) suit une loi exponentielle
de parametre A = 1.

Démonstration. La va Y est bien définie (presque stirement) car X est presque
surement > 0. Comme X est presque stirement a valeurs dans |0, 1[, on a pour toute
fonction borélienne f: R — R™T :

| swyae = | pt0p0) dp - | o) P,

Q

ol g : R — RT est la fonction obtenue en posant g(x) := f(—log(z)) si x € |0, 1] et,
par exemple, g(x) := 0 partout ailleurs. En appliquant le Théoréme de transfert a X,
on obtient

f V) dP = j o(z) dPx ()
Q R
_ j 9(2) 1011 () da
R
:f f(—log(x)) da

0
Q0

= fluw)e ™ du en posant u = — log(z)
0

= [ #peruge .
R

Par le Théoreme de transfert, on en déduit que Py = 1]0700[(u)e*“du, ce qui est le
résultat annoncé. O
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EXEMPLE 2. Soit Z une va & valeurs dans R?, qu’on écrit Z = (X,Y). On suppose
que Z est une va a densité, de densité p : R? — R. Alors X et Y sont des va & densité,
de densités px et py données par

px(z) = JR plz,y)dy et py(y) = JR p(z,y) dx.
Démonstration. Pour toute fonction borélienne f : R — R™*, on a

LﬂXMP=LMXX%W=Jg@MR

Q

ot g : R? —» R* est la fonction définie par g(x,y) := f(z). Donc, par le Théoréme de
transfert,

fﬂmw—fgwwmmw>
Q R2
= f f(z) p(x,y) dedy
R2

= J f(zx) <J p(x,y) dy) dx par “Fubini positif”.
R R
Donc X est a densité avec la bonne formule pour px ; et de méme pour Y. ]

Ezercice 1. Démontrer le résultat de 'Exemple 2 en utilisant uniquement la définition
de “va a densité”.

Erercice 2. Montrer que si X est une va suivant une loi N'(m,o?) et si a,b € R
avec a # 0, alors aX + b suit la loi N'(am + b, a®c?).

4. Compositions

NOTATION. Si X est une va (définie sur (2,2, P)) a valeurs dans (A,B) et si
O : (A,B) — (A,B') est une application mesurable, on pose

P(X):=PoX.
Ainsi, ®(X) est une va (définie sur (2,2, P) et) a valeurs dans A’.

Le lemme suivant permet de déterminer “mécaniquement” la loi de la va ®(X) en
fonction de celle de X.

LEMME 4.1. Soit X : (Q,2,P) — A une va a valeurs dans A, et soit & : A — A’
une application mesurable.

(a) La loi Py(x) est I'image par @ de la loi de X : pour tout ensemble mesurable
Ac N, ona

Po(x)(4) = Px (21 (4)).

(b) Pour toute fonction mesurable f: A’ — C ou bien = 0 ou bien intégrable par
rapport a Pg(x), on a

N fd[Pq)(X) = J;\(f O (I)) dIP)X
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Démonstration. La partie (a) est immédiate puisque ®(X) € 4 «— X € d71(A).
Pour (b), on applique (2 fois) le Théoréeme de transfert :

o = | @) dp = | (Fo®)(X)aP = | (ro®)px.

O

COROLLAIRE 4.2. Soient I, J des univers dénombrables, et soit X : (Q,A,P) — I
une va & valeurs dans I. Soit également ® : I — J. Alors

Vied : P@(X)=j4)= >, PX=i).
{iel; ®(i)=3}
Démonstration. On a P(®(X) = j) = Pe(x)({j}) = Px(® ' ({j})) par le Lemme
4.1; et donc, comme X est une va discrete :
P(R(X)=j)= > PX=i).
ied=1({j})

Voici une autre fagon d’écrire la méme chose : d’apres la formule des probabilités
totales (et en supposant que P(X = i) # 0 pour tout i € I), on a

P(®(X) = j) = > P(B(X) = j| X = i) P(X = i);

i€l
d’ot le résultat car P(®(X) = j| X = i) vaut 1 si ®(i) = j et 0 si ®(i) # j. O

EXEMPLE. Soient X; et X5 deux va a valeurs dans N définies sur 2. Alors, pour
tout n € N, on a

P(X1+Xp=n)= Y P(Xy =k Xo =n—k).
k=0

Démonstration. On applique le Corollaire 4.2 avec la va X := (X7, X2) — a valeurs
dans N x N — et la fonction ® : N x N — N définie par ®(u,v) := u + v. Le résultat est

P(X; + Xy =n) = > P((X1, X2) = (u,v))
{(u,v)eNxN; u+v=n}

Il
M=

P((X1,Xs) = (o — B)

i
(en)

P(Xl = k‘,XQ =n— k)

Il
=

i
(en)

O

COROLLAIRE 4.3. Soit ® : RY — R? un difféomorphisme, et soit X : (Q, A, P) — R?
une va o densité o valeurs dans R?, de densité px : R* — R*. Alors Y := ®(X) est
une va o densité, et sa densité py est domnée par

py(y) = px(T(W) [Ty (y)], od W:=d L
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Démonstration. Bien entendu, Jy(y) désigne le déterminant jacobien de v au point
y. La preuve du corollaire est une application “automatique” du Lemme 4.1 et de la
formule de changement de variable : pour toute fonction borélienne f : R¢ — R*, on a

J JdPg(x) = f (fo®)dPx
R4 R4
= f(@(a:)) px (x)dx

J f) px(Y(y))|Jw(y)|dy en posant y = ®(z), i.e. x = U(y);

donc Y = ®(X) a pour loi Py = px (¥ (y))|Jw(y)|dy. O

Remarque. 11 n’est pas indispensable d’apprendre par coeur la formule pour py.
Ce qui est important, en revanche, est de retenir que py se calcule mécaniquement en
appliquant le Théoréme de transfert et la formule de changement de variable; et de
savoir refaire le calcul!

EXEMPLE. Soit Z une va & densité & valeurs dans R?, dont la densité associée
pz : R - R est de la forme

2 2
pz(x) = alz] + -+ 3),
pour une certaine fonction borélienne « : [0, 00[ — RT. Alors la loi de Z est invariante

par isométries : pour toute isométrie euclidienne ® : R — R%, on a Pyz) = Pz.

Démonstration. D’apres le Corollaire 4.3, on a Pgz) = pz(¥(y))|Jw(y)|dy, ot
¥ := &1 Comme V¥ est une isométrie et pz(x) = a(||z|?) pour tout z € R? (ou
| - | est la norme euclidienne sur R%), on a |Jy(y)| = 1 et pz(¥(y)) = o(|¥(y)[?)
a(ly|?) = pz(y) pour tout y € R?; donc Py () = pz(y)dy = P.

oo

5. Variables aléatoires indépendantes

DEFINITION 5.1. Soit (2,2, P) un espace de probabilité, et soit (X;)ier une famille
de va définies sur (Q,A,P), chaque X; étant a valeurs dans un certain (A;,B;). On
dit que les X; sont indépendantes si, pour tous ii,...,i, € I deux a deux distincts
et pour tous A;, € Byy,..., A, €B;, ona

P(X;, € 4;,....,X;. € A;,) =P(X;, € Ayy) - - P(X;, € Aj,).

En particulier, deux va X et X' a valeurs dans (A,B) et (A',B’) respectivement sont
dites indépendantes si on a

P(XeA X eA)=P(XeAPXed)
pour tous A€ B et A’ € B,

REMARQUE. Quand il n’y a qu’un nombre fini de va, la définition se simplifie : des
va X1,..., Xy avaleurs dans (A1, B1),. .., (Ag, By) sont indépendantes si et seulement,
si

(*) P(XleAl,...,XdeAd) = (XleAl) (XdEAd)
pour tous A; € Bq,...,Aq € By.
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Démonstration. 11 est clair que si les X; sont indépendantes, alors (x) est vraie.
Inversement, supposons que (*) ait lieu. Soient i1,...,i, € {1,...,d} deux a deuX
distincts, et soient A;, € B;,,..., A; € B, . Sion pose A; := AZ pour @ # i1,..., %,
alors

{Xil EAZ'l,...,XZ'T EAZ‘T} = {Xl EAl,...,XdEAd}.
Par (%), on a donc

]P)(Xil GAil,...,XiT EAZ'T) ZP(Xl EAl,...,XdEAd)

=P(X;€eA) - -P(Xye Ay)
=P(X;, € 4;,)---P(X;, € 4;,)
car P(X; € A;) =P(X; e \y) =1sii#41,...,0. O
EXEMPLE 1. On joue n fois a pile ou face. Pour ¢ = 1,...,n, on pose X; := 0 si le
i-eme jet donne “pile”, et X; := 1 si le i-éme jet donne “face”. Alors les va X1,..., X,

sont indépendantes.

Démonstration. On modélise par  := {0, 1}" muni de la loi uniforme, en identifiant
0 & “pile” et 1 & “face”. Alors X; : 2 — {0, 1} est formellement définie par X;(w) := w;
pour w = (w1,...,w,) € Q.

Soient Ay, ..., A, € {0,1}. Par définition, on a

{X1€A1,...,XnEAn}=A1X"'XAn.

Donc, par définition de la loi uniforme,

#(Alx...xAn) _ #Al#An

20 on
#A1 #A1
P(X1e€eAy,.... X, €A, = ( 5 ) ( 5 )
Par ailleurs, on a aussi {X; = 4;} = {0,1} x --- x A; x --- x {0,1}, donc
#({0,1} x - x Ay x - x {0,1})  2n7l#A, #A;

IP(XleAl,...,XneAn) =

autrement dit

P(XZ € Az) = #Q = on = 5
Donc ]P’(Xl € Al, Ce. ,Xn € An) = P(Xl € Al) o P(Xn € An> O
GENERALISATION. Soient €, ...,€, des ensembles finis, et soit  := Q1 x --- x
Q, muni de la loi uniforme. Pour ¢ = 1,...,n, soit X; : Q@ — €; la va définie par
Xi(wi,...,wn) = w;. Alors les X; sont indépendantes.
Démonstration. Exo. ]

EXEMPLE 2. Soit 2 = [0,1] x [0,1], muni de la mesure de Lebesgue (c’est bien
un espace de probabilité puisque Ao([0,1] x [0,1]) = 1). On note X : Q — [0,1] et
Y : Q — [0,1] les va définies par X (z,y) := x et Y(z,y) := y. Alors X et Y sont
indépendantes.

Démonstration. Pour tous boréliens A, B < [0,1], on a

{XeAYeB}=AxB.
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Donc

g

EXEMPLE 3. Soit (€2,2(,[P) un espace de probabilité (quelconque), et soit (E;)ier
une famille d’évenements. Alors les va 1g, sont indépendantes si et seulement si les
évenements F; sont indépendants.

Démonstration. Exo. (Observer que sii € I et A; < {0,1}, alors {X; € A;} = &, Q, E;
ou Ef, et utiliser le Fait 4.2 du Chapitre 2.) O

Le lemme suivant, spécifique aux va discrétes, est souvent bien utile.

LEMME 5.2. Soient X etY des va discretes définies sur (2,21, P) et a valeurs dans
des univers dénombrables I et J. Alors X et'Y sont indépendantes si et seulement si

() PX=0Y=j)=PX=0)PY =) pour tout i € I et pour tout j € J.
Démonstration. Supposons (x) vérifiée, et soient A < [ et B < J quelconques.

Pour (i,j) € I x J, posons E; ; := {X = i,Y = j)}. Les E;; forment une partition
dénombrable de €2 ; donc, par la formule des probabilités totales, on a

P(XeAYeB)= > P(XeAYeB|E;) PEy,)
(4,5)elxJ

= > P(X)Y)eAxB|X =iY =j)P(X =4,V = j).
(ij)elxJ
Comme P((X,Y) € Ax B|X =4,Y = j) vaut 1si (i,j) € A x B et 0 sinon, on en
déduit

P(XeAYeB)= > PX=iY=j)
(i,7)eAx B

= > PX=9)PY =j) par ()
(i,j)eAx B

=P(X e A)P(Y € B).
Donc X et Y sont indépendantes. ]

6. Fonction de répartition d’une va

DEFINITION 6.1. Soit X une va réelle définie sur un espace de probabilité (2,2, P).
La fonction de répartition de X est la fonction Fx : R — R définie par

Fx(t) :=P(X <t) =Px(]-0,t]) pour tout t € R.
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EXEMPLE 1. Supposons que X soit une va a densité, de densité associée px : R —
R*. Alors on a

t
Fx(t) = f px(s)ds pour tout ¢ € R.
—00

En particulier, on peut dire les choses suivantes.
(1) La fonction F'x est continue sur R.

(2) Sila densité px : R — R™ est continue, alors Fx est de classe C! et F = px.
Plus précisément, F'x est 'unique primitive de px qui tend vers 0 en —o0, ou
encore 'unique primitive de px qui tend vers 1 en +oc0.

Démonstration. Tout est évident sauf (1). Soit ¢g € R fixé, et soit (t,)n>1 une suite
tendant vers t. Pour tout n € N, on a

Fx(tn) = f

—0Q0

in

pxc(s)ds = | 1pear(tadox(9)ds

Si s € R, la fonction 1, [ est continue en tout point ¢ # s. Comme ¢, — 1o, on en
déduit que 15 0((tn) — 1ps0[(fo) pour tout s # tg, donc pour presque tout s € R.
Donc, par convergence dominée (exo),

Fi(t) = || Mout(t)px(s)ds. = | 1gsuato)px(s)ds = Fx(to).

Ainsi, Fx est continue en tout point tg € R. ]

EXEMPLE 2. Soit X une va réelle presque stirement égale a une certaine constante
a€R. Alors Fx(t) =0sit <aet Fx(t) =1sit > a. Autrement dit : si Px = 0,
alors FX = 1[a,oo[-

Démonstration. C’est évident par définition : Fix(t) = P(X < t) vaut 0si ¢t < a et
1sit>a. U

Ezercice. Soit X une va a valeurs dans N, qu’on considére comme une va réelle.
Montrer que Fx(t) = 0sit < 0, et que si t > 0, alors

k=0

FaAIT 6.2. Si X est un va réelle quelconque, sa fonction de répartition posséde les
propriétés suivantes :

(i) Fx est croissante et continue a droite en tout point;

(ii) 0< Fx <1, limy, o Fx(t) =0 et limy_, 1o FX(t) =1.

Démonstration. (i) Il est évident que Fx est croissante (et donc admet une limite
a gauche et a droite en tout point). On a d'une part Fx (t7) = lim, 0 Fx(t + 1) =
limp, oo P(X <t + 1); et d’autre part {X <t} = (), {X <t + 2} ol I'intersection
est décroissante. Comme P est une mesure finie, on en déduit Fx(t) = P(X < t) =
limy, oo P(X <t+2) = Fx(t*); donc Fx est continue & droite en tout point ¢ € R.

La partie (ii) est laissée en exo. O
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FAIT 6.3. Si X est une va réelle, on a pour tout t € R :
Px({t}) = Fx(t) — Fx(t7).

En particulier, Fx est continue en un point t si et seulement si Px ({t}) = 0; et donc
F'x est continue sur R si et seulement si Px est une mesure diffuse.

Démonstration. On a Px({t}) = P(X =1t) = P(X <t) —P(X < t) = Fx(t) —
P(X < t). De plus, {X <t} = [Jpen+{X <t — 1} olt la réunion est croissante, donc
P(X < t) = limpoo P(X <t — 1) = limp oo Fx(t — 2) = Fx(t7). Ainsi Px({t}) =
Fx(t) — Fx(t7). Comme de plus Fx est continue & droite, on en déduit que Fx est
continue au point ¢ si et seulement si Px ({t}) = 0. O

PROPOSITION 6.4. La fonction de répartition caractérise la loi : si Xy et Xo sont
deux va réelles telles que Fx, = Fx,, alors Px, = Px,.

Démonstration. On I'a déja démontré : c’est le Corollaire 1.5 du Chapitre 2.

Refaisons quand méme la preuve pour bien insister sur le fait que ce résultat est non
trivial. Soit M := {A € B(R); Px,(A) = Px,(A)}. Alors M est une classe monotone
car Py, et Px, sont des lois de probabilité. Maintenant, soit C := {] — o0, t]; t € R}.
Alors C est un w-systeme. De plus, on a C € M puisque Fx, = Fl,. Par le Théoreme
des classes monotones, on en déduit que M contient o(C); mais o(C) = B(R), donc
M= %(R), i.€. le = PX2. O

COROLLAIRE 6.5. Soit X une va réelle. Si Fx est de classe Ct sur R, alors X est
a densité. Plus généralement, si Fx est continue sur R et de classe C' sur R\K ot K
est un ensemble fini, alors X est a densité, de densité px = F%.

Démonstration. La fonction p := F% est définie sur R\K, donc presque partout ; et
p = 0 car la fonction F'x est croissante. De plus, les hypotheses faites sur Fx entrainent
que pour tous a,be R, on a
b

(+) Fx() - Fx(a) = | pla) da.

a
En effet, en supposant a < b, en notant t; < --- < ty_1 les points de K compris entre
a et b et en posant tg:=a et ty :=0b, on a

N-1
Fx(b) — Fx(a) = Y. (Fx(tes1) — Fx ().
k=0

De plus Fx(tx+1) — Fx(ty) = Sf’;“ Fi(z)dz pour k = 0,...,N — 1 car F est C! sur
)

|tk, tk+1[ et continue sur [tg,tx41] (exo0). D’ou () en sommant ces égalités.
En prenant b := ¢ quelconque et en faisant tendre a vers —oo dans (*), on obtient

t
(#x) Fx(t) = J p(x) dzx pour tout t € R.
—00

En faisant maintenant tendre ¢ vers 400, on en déduit §{*p(z)dz = 1. Donc p

est une densité lebesguienne. Si on choisit une va X de loi Ps = p(z)dz, on obtient
alors Fx = Fg par (%), et donc Px = Pg = p(z)dx puisque la fonction de répartition
caractérise la loi. O

PROPOSITION 6.6. Toute fonction F' : R — R croissante, continue a droite en
tout point et vérifiant limy_,_o, F\(t) = 0 et limy_, 1o F(t) = 1, est une fonction de
répartition.
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Démonstration. La preuve est trés courte si on suppose que F est continue et
strictement croissante. En effet, dans ce cas F est une bijection de R sur ]0,1[ et F'~! :
10, 1[— R est borélienne (en fait, continue). Soit alors U une va réelle uniformément
distribuée sur ]0,1[, i.e. Py = 1y01((z)dz. Si on pose X := FYU) := F~1oU, alors
X est une va bien définie puisque F~! est borélienne; et comme F' est strictement
croissante, on a Fy(t) = P(F~1(U) < t) = P(U < F(t)) = F(t) pour tout t € R, par
définition de la loi uniforme. Donc Fx = F.

Dans le cas général, F' n’est pas une bijection de R sur ]0, 1[, mais on peut tout de
méme trouver un “substitut” & F~! et adapter la preuve précédente.

Soit F'~ :]0,1[ — R la fonction définie comme suit :
Vuel0,1[: F~ (u) :=inf{z e R; F(z) > u}.
(Exo : montrer que si F' est continue et strictement croissante, alors F'~ = F~1.)

FAIT. Pour u € ]0,1] et ¢t € R, on a I’équivalence
1
F7(u) <t < VneN* : F(t+—) > u.
n

Prewve du Fait. Si F~(u) < t, alors on a certainement F~(u) < ¢t + + pour tout
n € N*; donc, par définition de F'~, on peut trouver xz < ¢ + % tel que F'(z) > u; et
comme F' est croissante, on en déduit que F (t+ %) > u, pour tout n € N*, Inversement,
si F(t + %) > u pour tout n € N* alors on a F'~(u) <t + % pour tout n € N* par
définition de F~, et donc F~ (u) < t. O

Maintenant, soit U une va réelle uniformément distribuée sur |0, 1[. Comme F~
est une fonction borélienne (car elle est croissante, exo), on définit une va réelle X en
posant X := F~(U) = F~ oU. Montrons que Fx = F.

Soit t € R fixé. Par le Fait, on a

X<ty={F U <ty= ) {U<F(t+i)}:; ) En

neN* neN*

Comme la fonction F' est croissante, la suite (F,) est décroissante ; donc on a

P(X <t) = lim P(E,) = lim P (U <F(t+ i)) .

n—o0 n—o0
Mais P (U < F(t + %)) = F(t + %) par définition de la loi uniforme U, puisque 0 <
F(t + %) < 1. De plus, F est continue & droite, donc F(t + %) — F(t) quand n — o0.
Ainsi, on obtient
Fx(t) = lim P(t+ %) - F(1).

n—o0



Chapitre 4

Produits

1. Univers produits

DEFINITION 1.1. Soit (24, ;)ier une famille dénombrable d’univers probabilisables,
et s0it 0 := [ [,c; Q. Les éléments de Q sont donc des “points” de la forme w = (w;)ier,
ot w; € € pour tout i € 1.

(1) Un cylindre de Q est un ensemble C < 2 de la forme
C={weQ; wy €A, ...,w;, €A}
ot iy,...,5 €1 et Aj, € As, pourk=1,...,r.
(2) La tribu produit sur Q2 est la tribu A engendrée par les cylindres. On écrit

A = Riers

Remarque 1. La tribu 2 contient tous les singletons; donc (£2,2() est un univers
probabilisable, qu’on appelle I'univers produit des univers (£2;,2;).

Démonstration. Soit a:= (ey;);er un point de Q fixé. Alors
{a} = ﬂ{w € w; = a4,
el
donc {a} € A car I est dénombrable. O
Remarque 2. On peut parfaitement définir la tribu produit dans le cas d’une famille

non dénombrable d’univers (£2;,2l;). Mais dans ce cas, la tribu (X),_; 2; ne contient pas
nécessairement tous les singletons.

el

FAIT IMPORTANT. Pour tout ¢ € I, la “projection canonique” m; : Q — €; est
mesurable.

Démonstration. Si A < Q;, alors m; '(A) = {w € Q; w; € A}. Donc 7; '(A) est un
cylindre de € pour tout A € 2;, ce qui montre que 7; est mesurable. O

CAS PARTICULIER. Supposons qu’il n’y ait qu'un nombre fini d’univers, notés
(Q1,24), ..., (Qq,2Aq).

e Un cylindre C de Q = Qg x --- x Qg peut toujours s’écrire sous la forme
C = {w: (wl,...,wd); w1 €A1,...,wd€Ad} :A1 X oo XAd,

ou Ay € Ay,...,Ag € Ay. En effet : selon la définition générale, C est a priori de la
forme C = {w; wyy € Ajy,...,w;,. € Aj }, ol iy < -+ < i, et il suffit de poser A; := Q;
pour i ¢ {i1,..., 0}

¢ La tribu produit se note ®§l:1‘21¢ ou AU ®---® Ay. Sion a seulement deux univers
(Ql,gll) et (Qg,mz), on écrit 2[1 @ le.

41
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EXEMPLE 1. Si Qp et Qg sont deux univers dénombrables, alors P(Q21) @ P(Q2) =
P(Ql X Qg)

Démonstration. La tribu P(1) ® P(€22) contient tous les singletons de Q1 x g,
donc toutes les parties de 21 x Qo puisque €21 x 2o est dénombrable. O

EXEMPLE 2. Si p,q € N*  alors B(RP) @ B(R?) = B(RPT?). Si d € N*, alors
BR)® - ®B(R) = B(RY).

Démonstration. On I'a vu dans le cours d’intégration. O

Ezercice. Montrer que si €4,...,84 sont des espaces métriques séparables, alors

%(Ql X e X Qd) = %(Qﬁ ® -- ®’B(Qd)

2. Lois produits

2.1. Définition. Dans cette section, on se donne une famille dénombrable d’es-
paces de probabilité (£2;,2;,P;)er, on pose Q = [[..; i, et on munit 2 de la tribu
produit 2 = ®;erA;.

el

NOTATION. Siij,...,i, € I sont deux a deux distincts et si 4;; € A;,,..., A;. €U,
on pose

“Ail X oo X AiT” = {w = (wi)ie] € Q; Wi, € Ail, S, Wy, € Air}-

THEOREME 2.1. Il existe une unique mesure de probabilité P sur [’'univers produit
(Q,20) telle que

(*) P(“Aiy x --- x A7) =Py, (Ayy) - Py (As,)

pour tout cylindre C' = “A;; x ---x A;” € Q. On dit que P est la loi produit des lois
P;, i€ 1; et on écrit P = Qe P;.

Preuve de l'unicité. Soient P et P’ deux lois de probabilité vérifiant (x). Posons
M= {Ae; P(A) =P (A)}, et notons C la famille des cylindres de 2. Comme P et
P’ sont des lois de probabilité, la famille M est une classe monotone; et M contient
C par hypothese sur P et P'. De plus, C est un m-systéme (micro-exo). D’apres le
Théoréme des classes monotones, M contient la tribu o(C), qui est par définition égale
a 2. Donc P(A) = P'(A) pour tout A€, i.e. P =T, O

Prewve de l’existence dans le cas d’un nombre fini d’espaces (2, A;,P;).

Pour alléger la typographie, on va supposer qu’il n’y a que deux espaces (21,2, P)
et (Qg, A2, Ps). Soit comme plus haut C la famille de tous les cylindres de  := Q; x Q.
Un C € C typique est donc de la forme

C = A1 x A, ou AjeUA; et Ay e As.

Farr 1. La famille C est un semi-anneau ; autrement dit :
- C est stable par intersections finies ;

- si C,C" € C, alors C\C' est réunion d’un nombre fini d’éléments de C deux &
deux disjoints.
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Démonstration. On a déja observé que C est stable par intersections finies. De plus,
siC = Ay x Ay et C" = A} x A, alors

O\ = [(A0\A7) x 42| U [ (A1 A A7) x (42\4h) |
donc C\C est réunion de 2 éléments de C disjoints. O
FAIT 2. Soit o : C — R™ la “fonction d’ensembles” définie par
a(C) :=P1(A1) Py (Ag) pour tout cylindre C = A x A,.
Alors a possede les propriétés suivantes.

(i) «est finiment additive : si C et C’ sont deux cylindres disjoints tels que C'u C’
est encore un cylindre, alors a(C U C') = a(C) + a(C").

(ii) « est dénombrablement sous-additive : si (C)gen est une suite de cylindres et
si C' est un cylindre tel que C' < UZO:O Cl, alors

C) < )] a(C).
k=0

Démonstration. (i) Ecrivons C = A; x Ay et ¢" = A} x Al. Posons également
E :=C u (' et écrivons E = By x By (on suppose que E est un cylindre). Comme C'
et C’ sont disjoints, on a 15 = 1¢ + 1 ; autrement dit

1p,(2)1B,(y) = 1a,(2)1a,(y) + Lar (2)1 4, (v) pour tout (z,y) € Q1 x Qo.
En fixant z et en intégrant en y sur Qs (par rapport a IPy), on en déduit
1p, (z)Pa(B2) = 14, (z) P2(A2) + 14, (2) Py(A%) pour tout x € {y;
d’ot, en intégrant maintenant en x sur ; (par rapport a Py) :
Py(By) P2(Bs) = P1(A1) Pa(Az) + P1(A}) Pa(A)),
autrement dit a(F) = a(C) + a(C").
(ii) Comme C < | Cy, on a

a0
=0
Autrement dit, en écrivant C' = A x As e C =Ap1 X Ao :

14,(2)14,(y Z lAkl 1Ak2(y) pour tout (z,y) € Q1 x Qo.

En raisonnant comme dans (1) et en appliquant (deux fois) le théoreme de convergence
monotone (sous la forme “interversion série/intégrale”), on en déduit

Py (A1) Pa(42) < Z Py (Ag,1) Pa(Ag2),
k=0

ce qui est le résultat souhaité. ]

CONCLUSION. Par un théoreme général vu dans le cours d’intégration, il existe
une mesure P sur (2,2) telle que P(C') = «(C) pour tout C' € C; autrement dit,
P(A; x Ay) = P1(A;1)Pa(A2) pour tout cylindre Ay x Az € Q1 x Q9. On a P(Q) =
Py (Q21)P2(22) = 1, donc P est une loi de probabilité.
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g

Preuve de ’existence dans le cas d’une infinité d’espaces (€2;,;,P;).

On va supposer que I = N*, et donc 2 = [ ], ;. La preuve suit le méme schéma
que dans le cas d’un nombre fini d’espaces, mais les détails sont un peu plus techniques.

Notons encore C la famille de tous les cylindres de 2. Comme I = N* un C € C
peut toujours s’écrire sous la forme
C=%“A;1 x---xAN" ouNZ=1let A;e; pouri=1,...,N.

De maniere équivalente,
o=]]4

i>1
ou A; € 2; pour tout ¢ = 1 et A; = ; sauf pour un nombre fini de 3.

On montre comme plus haut que la famille C est un semi-anneau : si C' et C’ sont
deux cylindres de €, on peut écrire C' = “A; x -+ x AN et C' = “A} x -+ x A
pour un méme entier N (micro-exo), et on a alors

C\C/ « Al\A/)XAQ X e X AN” ) “(Al M All) X (AQ\AIQ) X Ag X o+ X AN”

U (A A x o x (Ao n Ay ) x (AN\AY)7,

ce qui montre que C\C” est réunion de N cylindres disjoints.
Soit v : C — [0, 1] la fonction d’ensembles définie comme on imagine :

[ee}
C):= HIP’i(Ai) pour tout cylindre C = H A;.

= i1
Cette définition a bien un sens : en effet, dans ’écriture C' = 1_[2-21 A; tous les A; sauf
un nombre fini sont égaux a ;, donc P;(A;) = 1 pour tout ¢ sauf un nombre fini, et
donc le “produit infini 7 [;2; P;(A4;) est en fait un produit fini.

Le point clé est de prouver I'analogue du Fait 2 (dont ’énoncé est rigoureusement

identique). La partie (i) se démontre exactement comme plus haut (exo), donc on va
se concentrer sur (ii).

Soient (C)ken une suite de cylindres et C' un cylindre tels que C < | Jiq Ck.
Ecrivons C' = [ 151 Ai et Cy = [ 1,51 Ar,i- 11 s’agit de montrer que a(C) < 3377 (Cy),
autrement dit que

(2.1) [TPA) < D T [PAr)-

i=1 k=0i=1

(%) Z HP(Akz H

Alors on peut trouver wy € 2 tel que

(#1) ZlAklwl [ [P(Aki) < 14, (1) | [P(As

i>1 i>1

En effet, si on avait

Vi € Qy Z La,,, (w1) [ [P(Akq) = 1a, (1) [ [P(A),

i>1 i>1
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on obtiendrait une contradiction avec (x) en intégrant sur ) par rapport a P;.
Ayant fixé wy vérifiant (1), on peut ensuite trouver ws € Qo tel que

(#2) D a, (@) Tag, (@2) [ [P(Aks) < 14, (wi) 1a,(w2) | [P(A);

k=0 1>2 i>2

et ainsi de suite. De fagon précise, on construit par récurrence une suite (w;);>1 avec
w; € ); pour tout 7, telle que

(%) Vs>1 : Z [ T1ac @) [ [P(Aks) < [ [ 14 (wi) [ [P(A).
i=1

k=01i=1 i>s i>8
Posons alors w := (w;);>1, de sorte que w est un point de ’espace produit Q =
HiZI Q.
Par (%), on a 14,(w;) > 0 pour tout i > 1, i.e. w; € A;. Donc w appartient a
Hi>1 A; = C; et donc w € Cy, pour un certain kg € N puisque C' < Ugo Chk.
Choisissons ig > 1 tel que Ay, ; = §; pour tout i > iy. Alors P;(Ay, ;) = 1 pour
i > ip; et comme w; € Ay, ; pour tout ¢, on en déduit que

)
H 1Ak0,i(wi) H Pi(Agy i) = 1.
i=1

i>10
Par conséquent
o g
DA @) ] PiAra) = 1,
k=0i=1 i>io
ce qui contredit () pour s := i.

O

REMARQUE. Le Théoreme 2.1 est en fait valable pour une famille quelconque (pos-
siblement non dénombrable) d’espaces de probabilité (€2;,2(;,P;). La preuve n’est pas
beaucoup plus compliquée que celle donnée plus haut, mais il y a quand méme un peu
de travail en plus.

EXEMPLE 1. Soient 21, ..., des ensembles finis, et pour i = 1,...,d, soit P; la
loi uniforme sur ;. Alors P; ® - - - ® P4 est la loi uniforme sur  := Q7 x - -+ x Qq.

Démonstration. Pour tout w = (w1,...,wq) € 2, on a

P1®- - @Pg({w}) = P({wi} x -+ {wa})
=P1({wi}) - Pa({wa})

1 1
= ﬁ e m
1
_ %;
d’ou le résultat. O

EXEMPLE 2. Soient Py = p;(z)dz et Py = pa(y)dy deux lois a densité sur R. Alors
P1 ® Py = p(z,y)drdy, olt p est définie par p(x,y) := p1(x)p2(y).



46 4. PRODUITS

Démonstration. On a pour tous boréliens A, B € R :

Pl ®P2(A X B) = Pl(A) ]P)Q(B)

() )

= f p1(x)p2(y)dzdy par Fubini.
AxB

Donc la mesure p(z,y)dzdy coincide avec P; ® Py sur les cylindres de R?, et donc ces
deux mesures sont égales. O

REMARQUE. Si (Qq,21, 1), ..., (24,24, 1q) sont des espaces mesurés (en nombre
fini), on peut démontrer 'existence et 'unicité de la mesure produit 1 ® - - - ® g sans
qu’il soit nécessaire de supposer que fi1, ..., g sont des mesures de probabilité : il suffit
que les pu; soient o-finies. (Une mesure v sur un espace mesurable (M, %) est dite o-finie
si 'espace M est réunion d’une suite (M, )neny d’ensembles mesurables vérifiant v(M,,) < .
Par exemple, la mesure de Lebesgue sur R? est o-finie; et toute mesure finie est évidemment
o-finie.) La preuve est essentiellement identique & celle donnée plus haut. En revanche,
dans le cas d’une infinité d’espaces mesurés (Q;,2;, 11;), il est essentiel de supposer que
l'on a affaire & des mesures de probabilité.

2.2. Théoréme de Fubini. Il s’agit du résultat suivant, d’'usage constant.

THEOREME 2.2. Soient (1,A1,P1), (22,22, Po) deux espaces de probabilité. Si f :
Q1 x Qo — R est une fonction mesurable positive ou intégrable sur 21 x Qo par rapport
a Py ® Po, alors (on a le droit d’écrire)

LMQQ a1 ®F, = Ll ( o, 1Y) dIP’z(?J)) dPy (x)

— LQ ( N f(z,y) dIP’l(:U)> dPa(y).

Démonstration. Elle est tout a fait non triviale, mais identique a celle faite dans
le cours d’intégration pour le Théoreme de Fubini sur RP? x R? (muni de la mesure de
Lebesgue). O

REMARQUE 1. Le Théoreme de Fubini reste valable dans le cas d’une mesure
produit g ® pa “générale” (i.e. avec des mesures g, p2 seulement supposées o-finies).

REMARQUE 2. Pour montrer qu’une fonction mesurable f : Q1 x 29 — R est
intégrable par rapport a pu; ® pe, on peut appliquer le “cas positif” du Théoreme de
Fubini a la fonction |f|. Ainsi, f est intégrable sur ; ® s si et seulement si

‘[Ql <JQQ @) d/@(y)) dur(z) < 0,

si et seulement si

LQ UQ 17z v) d’“(x)) dyis(y) < o0.
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3. Produits et indépendance
3.1. Variables aléatoires produits.

LEMME 3.1. Soit (2,2, ) un espace de probabilité, et soit (A;,2U;)icr une famille
dénombrable d’univers probabilisables. On munit A := [ [,.; A; de la tribu produit.
(1) Si, pour touti € I, on se donne une va X; : (Q,2,P) — A;, alors X := (X;)ier
est une va a valeurs dans A = [ [;c; Ai La loi Px = P(x,).., s’appelle la log
jointe des va X;.

(2) Inversement, si X est une va (définie sur Q) a valeurs dans | [,c; A; et si on
écrit X = (X;)ier, alors les X; sont des va. Les lois Px, s’appellent les lois
marginales de la loi Px.

Démonstration. (1) 1l s’agit de montrer que 'application X est mesurable de (€2, %)
dans (A, ®;er2i); et comme la tribu ®;er2; est engendrée par les cylindres, il suffit
de vérifier que X ~1(C) € A pour tout cylindre C = “A;; x --- x A;,”. Mais ceci est
évident : on a

XTHE Ay % ALT) = {Xi € Ay} o 0 {XG € Ay,
et donc X 1(“A;, x --- x A;,”) € A puisque les X; sont mesurables.

(2) On a X; =moX,oum =A— A; est la “projection canonique” ; donc X; est
mesurable car X et m; le sont. O

EXEMPLE 1. Soit (€;,2;, P;)ier une famille dénombrable d’espaces de probabilité,
et soit Q := [[;c; € muni de la tribu produit A = ®;erA; et de la loi produit P :=
®ierP;. Notons X : (Q,2,P) — (2,2) la va définie par X(w) := w. Alors Px, = P;
pour tout ¢ € I.

Démonstration. Fixons ¢ € I. Par définition, X; : 0 — €, est la “projection cano-
nique” d’indice i. Pour tout A; € 2;, 'ensemble {X; € A;} est le cylindre “A;” < Q;
donc P(X; € A;) = P;(A;) par définition de P. Ainsi, Py, = P;. O

EXEMPLE 2. Si Z est une va & densité & valeurs dans R?, alors ses lois marginales
sont a densité.

Démonstration. On a déja démontré ce résultat pour d = 2 au Chapitre 3 (Exemple
2 apres le Théoreme de transfert 3.1). La preuve pour d quelconque est identique, aux
notations pres. O

3.2. Va produits et indépendance.

LEMME 3.2. Soit X = (X;)er une famille dénombrable de va définies sur une méme
espace de probabilité (Q, A, P), chaque X; étant a valeurs dans un univers probabilisable
(Q4,2;). On considéere X comme une va a valeurs dans | [,.; Qi. Alors les X; sont
indépendantes si et seulement st Px = ®ierPx,.

el

Démonstration. Par définition, les X; sont indépendantes si et seulement si on a
IP(X“ € Aip e ;Xz'r € Azr) = ]P’(X € All) e P<er € Alr)

pour tous iy, ...,4, € I deux a deux distincts et pour tous A;, € Asy, ..., 4;, € A; . 11
revient au méme de dire que

Py (“Aj x -+ x A7) = Px, (Aiy) - Px, (A;,)
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pour tout cylindre “A; x --- x A;” < [[,c; Qi ce qui signifie exactement que Px =
RierPx;. U]

COROLLAIRE 3.3. Si (P;)ier est une famille (dénombrable) quelconque de lois de
probabilité, chaque P; étant définie sur un univers (2;,2;), alors il existe une famille
(X)ier de va définies sur un méme espace de probabilité (2,21, P) telle que les X; sont
indépendantes et Px, = IP; pour tout i € I.

Démonstration. On prend § := [ [,.; €; muni de la tribu produit et de la loi produit
P := ®;esP;, et on applique le Lemme 3.2 a la va X : Q — Q définie par X (w) := w;
autrement dit en prenant pour X; : 0 — €; la “projection canonique” d’indice 7. On
a vu que Px, = P; pour tout ¢ € I, et bien stir Px = P. Donc Px = ®;e/Pyx;, et le
Lemme 3.2 entraine que les X; sont indépendantes. U

COROLLAIRE 3.4. Soient X1, Xo deuzx va réelles, et soient Py, Py deux lois de
probabilité sur R. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) X1 et Xo sont indépendantes et de lois respectives Py et Py ;
(ii) la va X := (X1, X2) est telle que Px = P; ® Ps.

Démonstration. L'implication (i) = (ii) est évidente par le Lemme 3.2. Inverse-
ment, supposons que Px = P; ® Py. Pour tout borélien A; € R, on a Px,(A;) =
]Px(Al X R) = ]Pl(Al)PQ(R) = Pl(Al); donc PXl . ]Pl, et de méme IEDXQ = PQ. Par
conséquent Pix, x,) = Px = Px, ® Px,, et le Lemme 3.2 entraine que X7 et Xo sont
indépendantes. O

COROLLAIRE 3.5. Soient X1 et Xo deux va réelles, et soient p1 et py des densités
lebesguiennes sur R. Alors X1 et Xo sont indépendantes, a densité et de densités respec-
tives p1 et py si et seulement si la va X := (X1, X2) a pour loi Px = p1(x)p2(y)dzdy.

Démonstration. Exo. O

Exercice. Soient X et Y deux va réelles indépendantes suivant la loi N(0,1).
Déterminer la loi de Z := (X — Y, X +Y) et en déduire que lesva X +Y et X — Y
sont indépendantes.



Chapitre 5

Indépendance (4éme couche)

1. Sommes de va indépendantes

PROPOSITION 1.1. Soient X et Xy deux va réelles indépendantes et a densité, de
densités p1 et pa. Alors X := X1 + Xo est une va a densité, de densité p = p1 * po
(convolée de py et pz), i.e. p(x) = § p1(z —t)p2(t) dt.

Remarque. Comme p1 et po sont dans L' (R), on sait que p := py #po est bien définie
presque partout et appartient & L'(R). De plus on a par Fubini § p = (§z p1) (§z p2) =
1 (ex0). Donc p est effectivement une densité lebesguienne.

Preuve de la proposition. Pour toute fonction borélienne f : R — R™, on a
J;l f(X) dP = JQ f(Xl + XQ) dP = JQ g(Xl, XQ) dP,

ol g : R?2 — R est la fonction définie par

9(z,y) == flz +y).
D’apres le Théoreme de transfert et I'indépendance de X7 et Xo, on en déduit

f F(X) dP = f F(x 4 y) dPx, xy) () = f £(z + y)dPx, (2)dPx, (y).
Q R2 R2
Ainsi

f F(X1 + Xo) dP = f F(@ + 1)p1 (@) pa (y)ddy
Q R2

= JR p1(y) (J}R f(u)pr(u— y)du) dy en posant u = x + y

= f f(w) (j p1(u —y)p2(y) dy> du
R R
~ [ £ er < pa(uydu.
R
Donc X = X7 + X5 a pour loi py # pa(u)du, d’apres le Théoréeme de transfert. O

COROLLAIRE 1.2. 57 X et Y sont des va indépendantes telles que X suit une loi
normale N'(mx,c%) et Y suit une loi normale N'(my,0%), alors X +Y suit la loi
N(m,0?), ot m :=mx +my et o? :=0% + 0%.

Démonstration. Supposons d’abord que mx = 0 = my, i.e. que X et Y suivent
les lois N(0,0%) et N(0,0%).
Notons px et py les densités de X et Y :

2 2

e P
]' 20'3( 1 202
et y

px(u) = \/%UX €

49
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D’apres la proposition, on sait que X + Y est une va a densité, de densité

_(a—t)? ¢2

1 T T
p(@) = px oy (@) = ——— | ¢ % ¢ *Tat
2roxoy Jr
1 E— o2 (z—t)2+0% t2
- e 20%0‘%,( Y X )dt
2roxoy Jp
Ensuite, en se souvenant que Ug( + 0}2/ = 02, on écrit

o2 (x —t)? + o%t? = o2a? — 203 at + o*t?

= 032/1'2 + (O’t - —
o

2 2 2 9
0% 0 o
= X2Y z? + <Jt——y:):>
o o
2 9
0% 0
X72Y:U2 +02(t—7')2,
o
N , 0'2 . ’
ou on a posé 7 := _%x, qui ne dépend pas de ?.

En revenant & l’expression de p(z), on en déduit

o _1(_ o (4 2
pla) = — o3 f o3 () g
2moxoy R
1 _ a2 w2 oxOoy o
=——e€ 22 | g 2 X du en posant u = (t—r7)

2noxoy R o IXIY

Comme { e~%/2dy = /27, on obtient donc finalement
1 22
r)=—¢€ 202,
pl@) = ——
ce qui montre que X + Y suit la loi N(0,0?).
Supposons maintenant mx et my quelconques. Alors X = X1 —mx et Y =

Y — my sont toujours indépendantes, et suivent les lois N'(0,0%) et N(0,0%) (exo
déja posé). Donc X + Y suit la loi N(0,02) d’aprés ce qu’on vient de voir; et donc
X +Y =X +Y +m suit la loi N(m,o?). O

Remarque. Le calcul précédent n’est pas particulierement lumineux. Au chapitre
9, on donnera une preuve beaucoup plus claire du Corollaire 1.2.

NOTATION. Si Aq,...,A, sont des parties de R, on pose
A +---+ A, = {)\l+"'+>\n; AleAl,...,AnEAn}.
ProrosiTION 1.3. Soient X1,...,X, des va discrétes indépendantes, a valeurs

dans des ensembles dénombrables A1,...,A, € R, et soit X := X1+ ---+ X,,. Alors
X est une va discrete a valeurs dans A := Ay + --- + Ay, et pour tout Ae A, on a

P(X=X= >  PXi=Xx)PX,=X)
AL+ An=A
Démonstration. En appliquant la Proposition 4.2 du Chapitre 3 a l'application
DAy x - x Ay = A définie par @(Aq,...,\,) := A + -+ + Ay, on obtient

PX=XN= > PXi=X: ..., X,=X\);
A1+ A=A
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d’oti le résultat par indépendance. ]

COROLLAIRE 1.4. Si X1,...,X, sont des va indépendantes suivant une loi de Ber-
noulli de parameétre p, alors X := X1 + -+ + X, suit la loi binomiale B(n,p).

Démonstration. On prend Ay = --- = A, := {0,1}. Alors Ay + -+ + A, = [0,n];
et pour tout k € [0,n], on a

P(X =k)= > P(X; =e1) - P(X, = &n),
geEy
ol on a posé
Ey:={e=(e1,...,en) €{0,1}"; e1 + - + &, = k}.

Maintenant, un € € {0, 1}" s’identifie & Az = {i € [1,n]; e; = 1} < [1,n] (précisément :

€=14.).Onac e Ej, siet seulement si #Az = k, et dans ce cas P(X1 =¢1) ---P(X,, =

£n) = p*(1 — p)"*, qui ne dépend pas de &. Donc

_ n _
POC =) = b= e Do e = ) = () -

[l

COROLLAIRE 1.5. Si X etY sont des va indépendantes suivant des lois de Poisson
P(N) et P(p), alors X +Y suit la loi P(X +Y).

Démonstration. On prend A7 = Ay := N, et donc A; + Ao = N. Pour tout k € N,
on a

k1+ka=k

k
= Y P(X1 = i) P(Xy = k — )

1=0

k 7 7
-y Nt
AT k)

=

—(A+p) AN —(Atp)
o € i, k—i __ € k

2. Borel-Cantelli

NOTATIONS. Soit §2 un ensemble, et soit (E;);en une suite de parties de Q2. On note
lim /; I'ensemble des w € Q appartenant & une infinité de I;, et lim F; 'ensemble des
w € Q) appartenant a tous les F; a partir d’un certain rang. Ainsi, pour w € §2, on a les
équivalences suivantes :

welmFE; < YneNIi>n : welk;

welmFE; «— neNVizn : wekE;.

neNi=n neNi=n

Autrement dit,
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Remarque. En particulier, on voit que si (£2,2(,P) est un espace de probabilité et
si les E; sont des évenements, alors lim F; et lim F; sont aussi des événements.

THEOREME 2.1. (“Lemme de Borel-Cantelli”)

Soit (2, A, P) un espace de probabilité, et soit (E;)ien une suite d’événements.

0 -
(1) Siona ), P(E;) < o0, alors P(lim E;) = 0; et donc P(lim Ef) = 1
1=0

0 —
(2) Siona ), P(E;) = oo et siles E; sont indépendants, alors P(lim E;) = 1.
i=0
REFORMULATION. “Avec des mots”, le Lemme de Borel-Cantelli s’énonce comme
suit.
(1) Silasérie >, P(E;) converge, alors il est presque stir que : a partir d’un certain,
rang l’évenement FE; n’a pas lieu.
(2) Si la série Y P(E;) diverge et si les E; sont indépendants, alors il est presque
stir que : E; a lieu pour une infinité de 1.

Démonstration. (1) Comme lim E; = (,,ey Uj=n Ei> on a

P(lim E;) (UE) < ZIP’(EZ) pour tout n € N.

=n =n

Donc P(lim E;) = 0 si la série Y. P(E;) converge (en faisant n — o) ; et par conséquent
P(lim Ef) = 1 car lim Ef = (lim E;)¢ par définition d'une lim et d’une lim .
(2) Supposons que les E; soient indépendants et qu'on ait Y, P(E;) = co. Comme

ImE; = (V,eny Uisn Ei et comme les évenements B, := | J,5,, E; forment une suite

=n

décroissante, on a P(lim E;) = limp o0 P(U;=,,

E; ) Donc il suffit (pour montrer que
P(lim E;) = 1) de vérifier qu’on a

IP’(U Ez) =1 pour tout n € N;
=N
autrement dit, que

P(ﬂ E) —0.

=n

On va le faire en montrant que logP(ﬂpn

EC> = 0. (On étend la fonction log a
[0, 0] en posant log(co) = w0 et log(0) = —0.)

Pour tout N > n, on a par indépendance des E :

(ﬂ ) HIP’EC:H 1—P(E)).

1=n 1=n

2

Comme P(ﬂf\in Ef) tend vers P(ﬂpn EC> quand N — o0, on en déduit en prenant
le logarithme :

logP(ﬂ Ef) = i log(1 — P(E;));

=n



2. BOREL-CANTELLI 53

la somme du membre de droite ayant un sens (fini ou —o0) car tous ses termes sont
négatifs. Comme de plus log(1 — P(E;)) < —P(E;) et que la série >, P(E;) diverge, on
obtient donc le résultat souhaité :

1og]P>(ﬂ E) < - i P(E;) = —c0.

=n

g

Remarque 1. On dit souvent que (1) est la “partie triviale” du Lemme de Borel-
Cantelli ; simplement parce que sa preuve est en effet tres facile.

Remarque 2. La partie (2) est en fait encore valable si on suppose seulement que
les E; sont deuz a deux indépendants ; mais la preuve est un peu plus délicate, et moins
naturelle.

EXEMPLE 1. Soit (X;)en une suite de va réelles. Si on a > .2 P(|X;| = ¢) < o
pour tout € > 0, alors X; tend presque stirement vers 0.

Démonstration. Soit A := {w € Q; X;(w) — 0} : il s’agit de montrer que P(4) = 1.
Pour € > 0, posons

A ={weQ; |X;(w)| <& & partir d'un certain rang}.
Alors

Donc il suffit de montrer que P(A4; /k) = 1 pour tout k € N*, puisqu’une intersection
dénombrable d’évenements presque sirs est encore un événement presque sur.

Fixons k € N*. Par définition, on a Ay, = lim F}, ou F; = {|X;| < 1/k}; autrement
dit Ay, = lim Ef, out E; = {|X;| > 1/k}. Par hypothese, on sait que > 2 P(E;) < oo.
Donc P(lim £f) = 1 par Borel-Cantelli, ce qui termine la démonstration. O

EXEMPLE 2. Si on joue une infinité de fois a pile ou face, il est presque sir qu’on
obtiendra 350000 “piles” consécutifs une infinité de fois.

Démonstration. On modélise la situation en considérant une suite (X,) de va
indépendantes (définies sur un certain (Q,2,P)) suivant une loi de Bernoulli B(1/2),
lévenement {X,, = 1} correspondant & “pile au n-iéme jet”.

Soit K := 350000 — 1. Il s’agit de montrer que pour presque tout w € €2, il existe une
infinité d’entiers n tels que X, (w) = X, 11(w) =+ = Xy kx(w) = 1.
Soit (n;);eny une suite d’entiers telle que n;+1 > n; + K pour tout 4, et posons

Ei = {an = 1,... >Xni+K = 1}

Les évenements F; sont indépendants car les va X, sont indépendantes et les ensembles
[ni,n; + K] sont deux & deux disjoints (exo qui se fait tout seul). De plus, toujours
par indépendance des X,,, on a

1

P(E;) = oK+1

=:¢ pour tout i € N.

Comme ¢ ne dépend pas de i, on en déduit que Y, P(E;) = c0. Donc P(lim E;) = 1 par
Borel-Cantelli. Autrement dit : pour presque tout w € €2, il existe une infinité d’entiers
i tels que X, (w) =+ = Xp,4x(w) = 1. O
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EXERCICE. Montrer que si (E;) est une suite d’événements quelconque, alors
P(lim E;) > im P(E;).
En particulier, si inf; P(E;) > 0 alors lim E; # .
3. Un peu plus de définitions
3.1. Tribu engendré par une va ou une famille de va.

DEFINITION 3.1. Soit (2,2, P) un espace de probabilité.

(1) Si X : (Q,2LP) — (A,*B) est une va a valeurs dans un certain univers (A,*B),
la tribu engendrée par X, notée o(X), est la famille de toutes les parties
E de Q de la forme E = {X € A} = X" 1(A), ou AeB.

(2) Si(X;)ie est une famille dénombrable de va, X; : (Q,A,P) — (A;,B;), la tribu
engendrée par les X; est la tribu engendrée par la va produit X = (X;)er.
Cette tribu se note U(Xi,i e I). Sl n’y a qu’un nombre fini de va X1, ..., Xq,
on écrit o(X1,...,Xq).

Remarque 1. La définition a un sens : (X ) est bien une tribu (exo) ; et c’est une
sous-tribu de A, i.e. o(X) < A.

Remarque 2. Si (X;)e est une famille dénombrable de va et si J < I, alors o(X;,i €
J) - O'(Xi,’i € I)

Démonstration. Chaque X; est a valeurs dans (A;,B;). Posons X := (X;)es et
Y = (Xi)ies. Alors X est a valeurs dans A; = [[,.;A; et Y est a valeurs dans
Ay = [liesAi- On veut montrer que pour tout tout ensemble mesurable A < Ay,
I’ensemble {Y € A} appartient a la tribu o(X;,i € I).

OnaY =®(X)=d0X,oud:A; - Ay est définie par @((wi)id) = (wi)ieJ-
Donc {Y € A} = {X € ®71(A)}; et ainsi {Y € A} € 0(X) puisque ® est mesurable
(ex0). O

SIGNIFICATION INTUITIVE. Dire qu'un éveénement E appartient a o(X;,i € I) si-
gnifie ceci : le fait que F soit réalisé ou non pour un certain w € €2 “dépend uniquement
des X;(w)”.

EXEMPLE. Si (X;);en est une suite de va réelles, alors I’événement “la suite (X;)
converge” appartient a la tribu o(X;,i € N).

Démonstration. C’est clair intuitivement ; mais faisons cependant une preuve détaillée.
Notons E I'évenement en question. Un point w € ) appartient a E si et seulement si
la suite (X;(w)) est de Cauchy, ce qui peut s’écrire ainsi :

Vke N*IN Vp,g= N : |X,(w) — Xp(w)| <

| =

On a donc
E= (U () Boarr 0 Bpgi = {IX, — X,| < 1/}
keN* NeNp,g=N
Pour D, q, k ﬁXéS7 on peut écrire Ep,q,k = X_I(Ap7q7k), ou X est la va produit (Xi)iEN et
Ap gk = {z = (zi)ien € RY; |zq — zp| < 1/k}. De plus, Ap g = @;é(]—l/k;, 1/k[), ot
Py : RY — R est définie par @ ¢((2i)ien) := 24 — 2. La fonction @, , est mesurable
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car les applications coordonnées x +— x4 et x — x, le sont ; donc A, , ;. est mesurable,
et ainsi Ep,q,k = Xﬁl(Apg’k) € O’(XZ',’L' € N) ]

Remarque. La preuve précédente est presque trop détaillée. En fait, tout ce qu’il
importe de retenir est le “slogan” suivant : si un événement E peut s’écrire a l'aide
d’unions et d’intersections dénombrables faisant intervenir uniquement les va X;, i € I,
alors E € o(X;,i € I).

Ezercice. Soit (£2;,2;);er une famille d’univers probabilisables, et soit Q := ®;er;.
Montrer que la tribu produit ®;c2; est engendrée par les “projections canoniques”

TG - O — Ql
3.2. Mesurabilité par rapport a une sous-tribu.

DEFINITION 3.2. Soit (Q,2,P) un espace de probabilité, et soit A une sous-tribu
de A. On dit qu'une va Y : (Q,A,P) — (M,%) a valeurs dans un univers (M,T) est
A-mesurable si Y est mesurable de (Q,il) dans (M,%) ; autrement dit, si pour tout
A€ T, Uensemble {Y € A} appartient i la sous-tribu 2A.

Exemple. Soit E € A, et soit Ap := {J,Q, E, E}. Une va Y est Ag-mesurable si
et seulement si elle est constante sur E et sur E°.

Démonstration. Supposons que Y soit Ap-mesurable. Soit wy € E (on suppose
E # ), et soit o := Y (wp). Alors I’ensemble {Y = «g} appartient a Ag et contient
un point de E (& savoir wy), donc {Y = ap} = E ou Q; et ainsi Y est constante sur
E. De méme, Y est constante sur E°.

La réciproque est laissée en exo. ]

Farr 3.3. Soit X : (Q,2A,P) — (A,B) une va. St ® : (A,B) — (M,T) est une
application mesurable, alors Y := ®(X) = ® o X est une va o(X)-mesurable.

Démonstration. Pour tout A € T, on a {Y € A} = {®(X) € A} = {X € &71(A)},
donc {Y € A} € o(X) puisque ®~1(A) € B. O

REMARQUE. Ce fait admet une réciproque : si X : (,,P) — (A,B) est une va
et siY : (Q,2P) - R est une va réelle o(X)-mesurable, alors Y est de la forme
Y = ®(X), pour une certaine fonction mesurable ® : A — R.

Démonstration. Comme les va Y™ et Y~ sont o(X)-mesurables (exo), on se ramene
au casou Y = 0.

Supposons d’abord que Y soit o(X)-étagée. Alors Y s’écrit YV = Zf\il a;lg,, ou
Eieo(X),i.e. B; = X 1(A;) pour un certain A4; € B. Alors 1, = 14, 0 X = 14,(X)
par définition, donc Y = ®(X) pour & = Zf\il a;la,.

SiY est quelconque, on peut trouver une suite de va o(X) - étagées positives (Y,)
qui croit vers Y. D’apres ce qui précede, on peut écrire Y;, = ®,(X), pour une certaine
fonction mesurable ®, : A — R*. On pose alors ¥ := limsup®,, et & := U1y ; et
on vérifie que Y = ®(X) (exo). O

Ezercice. Soit X une va réelle étagée, et soient x1,...,zx les valeurs distinctes
prises par X. Pour i = 1,..., N, on pose F; := {X = z;}. Montrer qu'une va réelle Y’
est o(X)-mesurable si et seulement si elle est constante sur chaque ensemble F;.

Fart 3.4. Soit (X;)ier une famille dénombrable de va indépendantes, et pour tout
i€, soit'Y; une va o(X;)-mesurable. Alors les Y; sont indépendantes.
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Démonstration. Pour i € I, la va X; est a valeurs dans un univers (A;,B;), et la
va Y; est a valeurs dans un univers (M;,¥;). Siii,...,4, € I sont deux a deux distincts
et si Aj,,...,A; €T, on peut écrire {Y;, € A;, } = {X;, € E;, } pour k=1,...,7, ou
E;, €5, ; donc
]P(Y;l € Aip A ,YiT € Azr) = P(X“ € Eil, ce 7X7ZT € Ezr)

P(X;, € E;y)---P(X;, € F;.) par indépendance des X;

O

3.3. Indépendance et disjointude. Le lemme suivant est tres intuitif, mais sa
preuve n’est pas immédiate. C’est par ailleurs un résultat extrémement utile.

LEMME 3.5. Soit (X;)ic; une famille dénombrable de va indépendantes. Si I', I? <
IetI' nI? = &, alors les va produits X' := (X;)ienn et X% := (X;),ep2 sont
indépendantes. Par conséquent, si Y'! et Y2 sont deux va telles que Y est o(X;,i € I')-
mesurable et Y2 est o(X;,i € I%)-mesurable, alors Y' et Y2 sont indépendantes.
En particulier : si E' et E? sont deuxr événements tels que E' € o(X;,i € I') et
E? € 0(X;,i € I?), alors E' et E? sont indépendants.

Démonstration. Chaque X; est a valeurs dans un univers (A;, ;).
Posons A! := ®,c;1A; et A% := ®,c2AA;, et notons AL et A? les tribus produits sur
Al et A% 1l s’agit de montrer qu’on a

P(X'e A, X?e B)=P(X'e A)P(X?€ B) pour tous Ae A, Be A%
Cas 1. A et B sont des cylindres.

On écrit A = “A;) x---xA;" et B= “Bj, x---xBj” olliy,...,i € I' sont deux
a deux distincts et 71, ...js € I? sont deux & deux distincts. Alors i1, ... %, j1,--.,js
sont tous distincts car I' N I? = @&. Donc, par indépendance des X;, on a

P(X'e A, X*eB)=P(X;, € 4y,,...,X;, € A;,, Xj, € Bj,,...,Xj, € B},)
=P(Xi, € Ai)) - P(X;, € A, ) P(X), € Bjy) -+ P(X), € By,)
=P(X'e A)P(X? e B).

CAs 2. A est un cylindre et B est quelconque.

On fixe un cylindre A € A' et on considere les mesures p et p’ sur (A2, 2A2) définies
par
i(B) :=P(X'e A, X?€ B) =Px1 y2(A x B) et
1/ (B) :=P(X'e A)P(X? € B) = Px1(A)Px2(B).
(Exo : vérifier que p et u/ sont effectivement des mesures.)
Les mesures u et p' sont finies, avec p(A?) = P(X! e A) = p/(A?). De plus, on a

w(B) = p/(B) pour tout cylindre B < A? d’apres le Cas 1. Donc pu = p’ d’apres le
Théoreme des classes monotones ; ce qui est la conclusion souhaitée.

Cas 3. A et B sont quelconques.

La preuve est identique a celle du Cas 2, en wutilisant le Cas 2 et le Théoreme des
classes monotones (exo). O
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Exemple 1. Si X7, X5, X3, X4 sont des va réelles indépendantes, alors X; + X3 et
X9X4 sont indépendantes.

Démonstration. C’est évident par le Lemme 3.5 puisque X; + X3 est o(X1, X2)-

mesurable et XX, est 0(Xy, Xy)-mesurable. O
Exemple 2. Soit (X;);ey une suite de va indépendantes a valeurs dans [0, 1]. Alors

Yii=>00, % et Yo :=>7" X25’§€“ sont des va bien définies et indépendantes.
Démonstration. Exo. O

REMARQUE 3.6. Le Lemme 3.5 se généralise comme suit : si (I k)ke K est une fa-
mille de parties de I deux & deux disjointes, alors les va produits X* = (X;),.;» sont
indépendantes.

Démonstration. Identique a celle du Lemme 3.5, avec des notations plus lourdes.

0

4. Loi du 0-1

DEFINITION 4.1. Soit (X;)ieny une suite de va définies sur un méme espace de
probabilité (Q,A,P). On dit qu’un événement E € 2 est asymptotique relativement
a la suite (X;) si E€o(X;, > N) pour tout N € N.

SIGNIFICATION INTUITIVE. Dire que E est asymptotique relativement aux X; si-
gnifie ceci : le fait que E soit réalisé ou non pour un certain w € 2 “ne dépend que de
la suite (X;(w))ien et ne dépend pas des premiers termes de cette suite”.

Exemple 1. Si les X; sont des va réelles, 'événement “la suite (X;) converge” est
asymptotique relativement a (X;).

Démonstration. C’est intuitivement clair puisque le fait qu’une suite converge ne
dépend pas de ses premiers termes. Pour une preuve un peu plus détaillée, posons
E = {w e Q; la suite (X;(w)) converge}. On a vu a la section 3.1 que E appartient a
la tribu o(X;, i € N). Mais le fait qu’une suite converge ne dépend pas de ses premiers
termes ; donc, pour tout N € N, on a aussi E = {w € Q; la suite (X;(w));>nconverge},
et ainsi £ € o(X;,i> N). O

Exemple 2. Siles X; sont des va réelles, I’événement “% — 0 quand n — o0”
est asymptotique relativement a (X;).

Démonstration. C’est intuitivement clair car le fait que w tende vers 0 ne
dépend pas des premiers termes de la suite (z;). La preuve détaillée est laissée en
exo. O

Exemple 3. Siles X; sont des va réelles, I'évenement “Xgs+ X47 < 8” n’est a priori
pas asymptotique relativement & (X;).

Démonstration. C’est a nouveau intuitivement clair. Prenons par exemple ) :=
[0,1] muni de sa tribu borélienne, X;(w) := 8w pour 0 < ¢ < 47 et X;(w) := 0 pour
i > 47. Alors {X35 + X47 < 8} = [0,1/2], et o(X;, i > 47) = {H,[0,1]} (exo); donc
{X35 + Xy7 < 8} ¢ O'(Xi, 1> 47). ]
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THEOREME 4.2. (Loi du 0-1 de Kolmogorov)

Soit (X;)ien une suite de va indépendantes définies sur (2,2, P). Si E € A est un
évenement asymptotique relativement a la suite (X;), alors P(E) =0 ou 1.

Démonstration. Pour n € N, posons 2, := o(Xo,...,X,). Posons aussi Ay :=
o(X;,i=0).

FAIT 1. La tribu 2o, = 0(X;,i = 0) est engendrée par | J,,.y Un-

Prewve du Fait 1. Chaque X; est a valeurs dans un univers (A;,B;). Notons X la
va produit (X;)en, de sorte que Ay = o(X).

Pour n € N fixé, la va Z" := (Xj,...,X,) est o(X)-mesurable car les X; le sont.
Donc 2, = 0(Xo, ..., Xp) € 0(X) = 2y pour tout n € N, et ainsi la tribu engendrée
par UneN 2, est contenue dans Ay.

Inversement, notons B la tribu produit sur A = [ [, A et posons T = o (UneN Q[n)
Il s’agit de montrer que pour tout B € 9B, 'ensemble X ~!(B) appartient & la tribu <.
Autrement dit, on veut montrer que Papplication X : Q@ — A est (T, B)-mesurable.
Comme les cylindres engendrent la tribu produit 95, il suffit de vérifier que X~ 1(C) e T

pour tout cylindre C = “A; x --- x A;” < A. Mais ceci est évident : comme
XHC) = {X;, € Aiy,..., X;, € A}, on voit que X~ 1(C) € o(X4,...,X;,), donc
X7HC) € U,yen An, et done X1(C) e T. O

FAIT 2. On a P(A n E) = P(A)P(E) pour tout A € ([, ey ™Un-

Preuve du Fait 2. Soit A € |J,cn 2An, et soit n tel que A € A, = 0(Xo,..., Xy).
Comme F est asymptotique relativement a (X;), on a E € 0(X;,7 = n+ 1); donc, par
le Lemme 3.5, les évenements A et ' sont indépendants. ]

FAIT 3. On a P(A n E) = P(A)P(E) pour tout A € 2.

Preuve du Fait 3. Par le Fait 1, la tribu 2 est engendré par C := |, 2n. De
plus, C est un m-systéme car c’est une réunion croissante de m-systémes (exo); et
par le Fait 2, on a P(A n E) = P(A)P(E) pour tout A € C. Le résultat en découle
en considérant les mesures p et p/ sur (92,2y) définies par u(A) := P(A n E) et
W' (A) :=P(E)P(A) et en appliquant le Théoréme des classes monotones (exo). O

Si on applique le Fait 3 avec A := E (qui appartient bien & 2, = o(X;,7 = 0)), on
obtient

et donc P(E) =0 ou 1. O

FEzercice 1. Montrer que si (Xj) est une suite de va réelles indépendantes, alors
ou bien la série > X} converge presque stirement, ou bien cette série diverge presque
stirement.

Ezercice 2. Soit (X;)ieny une suite de va réelles indépendantes, et soit X une va
réelle. On suppose que X est o(X;,7 > N)-mesurable pour tout N € N. Montrer X
est presque sturement constante ; autrement dit : qu’il existe une constante c telle que
X = c¢ ps. (Commencer par montrer que la fonction de répartition de X est une fonction
indicatrice.)
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FEzercice 3. Soit (an)nen une suite de va indépendantes a valeurs complexes. Mon-
trer que le rayon de convergence de la série entiére ) a,z" est presque stirement
constant.






Chapitre 6

Espérance, variance, moments

Dans ce chapitre, toutes les va sont supposées définies sur un méme espace de
probabilité (2,2[,P) fixé une fois pour toutes.

Pour p € [1,00], on pose LP := LP(§2,P), ou on ne considere que des fonctions a
valeurs réelles.

Comme P(Q2) = 1, on sait qu'on a L® < LP < L! pour tout p, et | - |1 < || - [, <
| - |loo (conséquence de 'inégalité de Holder).

1. Espérance d’une va réelle

DEFINITION 1.1. On dit qu’un va réelle X admet une espérance, ou admet
une moyenne, si X € L' ; et dans ce cas on pose E(X) = §, X dP. On dit que E(X)
est l’espérance de X, ou la moyenne de X, ou encore la “valeur attendue” de X (ce
qui correspond plus ou moins au mot anglais “expectation”). Plus généralement, si
X = (X1,...,Xq) est une va a valeurs dans R?, on dit que X admet une espérance si
les X; sont dans L', et on pose E(X) = (E(X1),...,E(Xy)).

REMARQUE 1. On pose aussi E(X) := {, X dP pour toute va positive X. Donc,
une va X > 0 “admet une espérance” si et seulement si E(X) < co.

REMARQUE 2. Une va réelle X appartient & L' si et seulement si E(|X]|) < oo,
et dans ce cas | X|; = E(|X]). Plus généralement, une va X appartient a LP pour un
certain p < o0 si et seulement si E(|X|?) < o0, et dans ce cas | X |, = E(|X|?)'/?. Enfin,
si X,Y € L2, alors leur produit scalaire au sens de L? est (X,Y )2 = E(XY).

REMARQUE 3. Par définition, 'espérance dépend linéairement de la va : si X,Y €
L' et a,be R, alors
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y).
De plus, 'espérance est croissante : si X,Y € L' et X <Y, alors E(X) < E(Y); et
méme E(X) < E(Y) sauf si X =Y ps (exo).
REMARQUE 4. On dit qu'une va X € L! est centrée si E(X) = 0.

Ezercice. Soit X une va & valeurs dans RY. Montrer que X admet une espérance
si et seulement si E(||X|) < o0, ot1 | - || est n’importe quelle norme sur R?.

PROPOSITION 1.2. Soit X une va réelle, et soit f : R — R une fonction borélienne.
(1) Si f est =0, alors

—~
*
~—

E(f(X)) = ij@c) dPx (z).

(2) On a f(X) € L' si et seulement si §i |f(z)| dPx(z) < o0, et dans ce cas (x)
est vraie.

61
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Démonstration. (1) D’apres le Théoreme de transfert,

E(f(X)) = fﬂf(X)dP - fRfdu»X.
(2) Exo. O

COROLLAIRE 1.3. Si X est une va réelle ou bien > 0 ou bien dans L', alors
E(X) = J x dPx(x).
R

Démonstration. On applique la proposition avec f(z) := x. O

COROLLAIRE 1.4. La loi détermine l'espérance : si X et Y sont deux va réelles
telles que Px = Py, alors X € L' <= Y € L', et dans ce cas E(X) = E(Y).

Démonstration. C’est évident par la proposition. ]

COROLLAIRE 1.5. Soit X une va réelle, et soit f : R — R une fonction borélienne
ou bien > 0, ou bien telle que f(X) e L.

(a) Si X est a densité, de densité associée px : R — R, alors
BU/(X0) = | (o) px(a)da.

(b) Si X est une va discréte a valeurs dans un ensemble dénombrable A < R,
alors

E(f(X)) = ), f(a)B(X = a).

agA
Démonstration. Exo. O
EXEMPLE 0. On a E(c) = ¢ pour toute va constante X = c.
Démonstration. C’est clair puisque P(2) = 1. O
EXEMPLE 1. Si X est une va suivant une loi normale N'(m,c?), alors X € L! et

E(X) =m.

_(zfrn)2
Démonstration. On a E(|X|) = ﬁ g lzle” 27 dx < oo car la fonction f ap-

paraissant sous l'intégrale est continue sur R avec f(z) = O(1/2%) quand z — +o0;
donc X € L'. Ensuite,

1 _ (@=—m)?

E(X) = f:ce 202 dx
2o Jr

2

1 _u?
= f(u—i—m)e 202 du,
R

2mo

1 u? u?
= ue_%?du%—mf 6_202du) .
V2ro <J}R R

Dans cette derniere ligne, la premiere intégrale vaut 0 car on integre sur R une fonction
impaire, et la deuxieéme intégrale vaut v/2mwo. Donc E(X) = m. O

EXEMPLE 2. Si X est une va suivant une loi de Bernoulli B(p), alors E(X) = p.
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Démonstration. Comme X est a valeurs dans {0, 1}, on a
E(X)=1xP(X =1)+0xP(X =0) =p

O
EXEMPLE 3. Si X est une va suivant une loi de Poisson P()\), alors E(X) = .
Démonstration. Comme X est a valeurs dans N, on a
0
E(X) = Z kP(X = k)
S
k=0 k!
o k
A
— oA Z
=e
—1)!
= (k—1)
© k-1
A
= e =\
DI ]
|
=eX
O
EXEMPLE 4. Si X est une va suivant une loi de Cauchy, alors X ¢ L.
Démonstration. On a E(|X]) = = {g 1+x2 dxr = oo car 1@62 ~ |i‘ en +0o0. O

2. Variance d’une va réelle

LEMME 2.1. Si X est une une va réelle appartenant o L?, alors la va E(X)1 est
la va constante la plus proche de X en norme L>.

Démonstration. Soit £ :== R1 < L? le sous-espace vectoriel (de dimension 1) formé
par les va constantes. Il suffit de montrer que X —E(X)1 est orthogonale & £ au sens
du produit scalaire de L?; ce qui est facile : si Z = al € &, alors

(X —E(X)1,al);2 = a{X,1)r2 —aE(X)(1,1);2 = aE(X) — aE(X) E(1) =0.

~—
=1

0

DEFINITION 2.2. Soit X une va réelle appartenant ¢ L?. La variance de X est le
nombre

V(X) = |X ~E(O1, = E((X - E(X))?).

L’écart type de X est le nombre o(X) := /V(X) = |X — E(X)1|r,. On a donc
V(X) = a(X)?, et on écrit plutét V(X) = o2(X).

REMARQUE 1. D’apres le Lemme 2.1, o(X) est donc la distance de X au sous-
espace de L? constitué par les va constantes. Intuitivement, o2(X) mesure la “disper-
sion” de X par rapport & sa moyenne. En particulier, on a 0?(X) = 0 si et seulement
si X est presque siirement égale & une constante, et si et seulement si X = E(X) ps.

REMARQUE 2. La variance ne dépend pas linéairement de la va, mais “quadrati-

quement” : pour toute va X € L? et pour tout a € R, on a 0%(aX) = a?0?(X).
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Démonstration. Exo. O

REMARQUE 3. La variance “ne voit pas les constantes” : pour toute va X € L? et
pour toute constante ¢, on a 0?(X + ¢) = 0%(X).

Démonstration. Comme E(c) = ¢, on a (X +¢)—E(X +c¢) = X —E(X) par linéarité
de 'espérance. O
Le lemme suivant permet souvent de simplifier un calcul de variance.
LEMME 2.3. Pour toute va X € L?, on a 0?(X) = E(X?) — E(X)2.
Démonstration. On développe la norme au carré :
o*(X) = 1X ~E(OLIE, = |XI - XX, EGOLz2 + [ECOL]3
= E(X?) — 2B(X)(X, Lz + E(X)*|1[3
= E(X?) - 2E(X)* + E(X)%
O

EXEMPLE 1. Si X est une va réelle suivant une loi normale N'(m, 0?), alors X € L?
et 0%(X) = o2

Démonstration. Le fait que X appartienne & L? est laissé en exo. On sait déja que
E(X) = m; donc

o*(X) =E((X —m)?)

1 (I m)
= J (x —m)?e” dx
271'0' R
J UQe_Wd—u
\/27r

9 _22
= —— | vie 2 dv.
\/QWJR

Pour calculer cette derniere intégrale, on intégre par parties en remarquant que

UQe_g = —v%( _é)

On obtient ainsi

1)2 1)2 o] U2
f vie T dv = [—0677] +J e 2 dv = 2m;
R —X R

d’ot1 finalement 02(X) = o2. O
EXEMPLE 2. Si X suit une loi de Bernoulli B(p), alors 0?(X) = p(1 — p).

Démonstration. On sait déja que E(X) = p. Donc ]E(XQ) =pcar X = X? (lava
X est & valeurs dans {0,1}), et donc 02(X) = E(X?) —E(X)? = p — p°. O

EXEMPLE 3. Si X suit une loi de Poisson P()), alors 02(X) = .
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Démonstration. On sait déja que E(X) = A. Comme X est a valeurs dans N, on a
donc

0
= Z EP(X =Fk)— \? Théoreme de transfert

k=0
0 k

- Z k2 %e*A A2
k=1 :

. - k k-1 .
Ensuite, on écrit k2 % = )\kﬁ, ce qui donne

i ) Ak N i A1
k% —e " =) k e
i M o (k=1
=)\Z(k+1)ﬁe”\
k=0
0 NG N 0 Nk N
k=0 k=0
= AE(X) +1) = A+ A
Donc 02(X) = (M2 +)) — A2 =\ O

3. Sommes et produits

PROPOSITION 3.1. Si X1,..., X, sont des va réelles appartenant & L', alors
E(X1+4+ -+ X,) =EXy) +--+E(X,).
Démonstration. C’est évident par linéarité de I’espérance. O

COROLLAIRE 3.2. Si X est une va suivant une loi binomiale B(n,p), alors E(X) =
np.

Démonstration. Soient X1, ..., X, des va indépendantes suivant la loi de Bernoulli
B(p). On sait que S := X + --- + X, suit la loi B(n,p); donc X a la méme loi que
S,et donc E(X) =E(X; +-- -+ X,) =E(X;)+ -+ E(X,,) = np puisque E(X;) =p
pouri=1,...,n. O

Ezxercice. Démontrer directement le Corollaire 3.2, sans rien utiliser d’autre que la
définition de la loi binomiale.

THEOREME 3.3. Si X etY sont des va réelles indépendantes et appartenant o L',
alors XY € L' et E(XY) = E(X)E(Y).
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Démonstration. Par le Théoreme de transfert et I'indépendance des va | X| et Y],

on a
~

E(XY]) = j XY|dP = [ oyl dB i (o,0)
Q R2

- J;&Q |zy| dPx (z)dPy (y)

_ JR 2] (JR \yydpy(y)) dPx(z) par Fubini

-

"

E(|Y])

_ E(Y)) fR|m|dPX<x>
— E(X|)E(|Y]).

En particulier E(|XY|) < o0, i.e. XY € L!. Ensuite, le méme calcul (en enlevant les
valeurs absolues) donne E(XY') = E(X)E(Y). O

REMARQUE 1. On montre de la méme facon que si X et Y sont des va positives
et indépendantes, alors E(XY) = E(X)E(Y).

REMARQUE 2. La proposition se généralise a un nombre fini quelconque de va : si
X1,..., X4 sont des va réelles indépendantes et appartenant & L', alors X --- Xge L!
et

E(Xy -+ Xa) = E(X1) - E(Xq).

Démonstration. La preuve est identique. ]

COROLLAIRE 3.4. Si X etY sont des va réelles appartenant ¢ L?, indépendantes
et centrées, alors X et Y sont orthogonales dans L?.

Démonstration. On a (X, Y )2 = E(XY) =E(X)E(Y) = 0. n
Remarque 1. En fait, il suffit que 'une des deur va X ou Y soit centrée.

Remarque 2. Si X et Y sont deux va réelles dans L?, on appelle covariance de X
et Y le nombre Cov(X,Y) défini par

Cov(X,Y) =(X —E(X)1,Y —E(Y)1)>
= E((X —E(X) (Y —E(Y)).
Les va X et Y sont dites non-corrélées si on a Cov(X,Y) = 0. Donc :
indépendance = non-corrélation.

Ezercice. Etablir I'identité Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

COROLLAIRE 3.5. Si X1,..., X, sont des va deux a deux indépendantes et appar-
tenant a L?, alors

o2(X1+ -+ Xp) = 02(X)) + -+ 2(Xn).
Démonstration. Sion poseY; := X;—E(Xj;), alors les Y; sont centrées par définition,

et deux a deux indépendantes car les X; le sont (micro-exo). Donc les Y; sont ortho-
gonales dans L2. Par le Théoréme de Pythagore, on a donc

Y14+ Yol = [Yi]5 + - + | Yall3:
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ce qui est le résultat souhaité car Vi[53 = HX - E( )3 X;) pour tout i et
Vi+- -+ V3= (X1 4+ + X) —E(X1 4+ -+ X,)|5 = (X1 +-+X,). O

COROLLAIRE 3.6. Soientn € N et p € [0,1]. Si X est une va suivant la loi binomiale
B(n,p), alors c?(X) = np(1 — p).

Démonstration. La va X a la méme loi que S := X7 + -+ + X,,, ou les X; sont
indépendantes et suivent la loi de Bernoulli B(p); donc o?(X) = 02(S) = 0?(X1) +
-+ 0*(Xn) = np(1 - p). O

FExercice. Démontrer directement ce résultat.

PROPOSITION 3.7. Soient Xq,..., Xy des va réelles. Les propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) Les X; sont indépendantes.

(2) Pour toutes fonctions boréliennes fi,..., fq: R — R telles que les f;(X;) sont
dans L', on a E(f1(X1) -~ fa(Xa)) = E(f1(X1)) - - E(fa(Xa))-

(2) E(f1(X1) - fa(Xa)) = E(f1(X1)) - - - E(fa(Xq)) pour toutes fonctions boréliennes
positives f1,..., fa.

Démonstration. Les implication (1) == (2) et (1) == (2') découlent du

Théoreme 3.3 appliquée aux va X; := f;(X;), qui sont indépendantes si les X; le sont.
Inversement, si (2) ou (2’) est vérifiée, alors on a pour tous boréliens A;,..., 44 S R :

P(XleAla--~7XdEAd):E(l{XleAl, ,XdEAd})
(L4, (X1) - 14,(Xa))
14,(X1)) - E(1a,(Xq)) par (2) - (2°) avec f; := 14,

Lixean)  E(Lix,ean)
P(Xl € Al) (Xd S Ad)

= E(
E(
= E(
donc les X; sont indépendantes. O

4. Formules et inégalités (trés) utiles

4.1. Intégration par parties. Le résultat suivant porte souvent le nom de “for-
mule d’intégration par parties”.

PROPOSITION 4.1. Soit Z une va réelle positive, et soit ¢ : [0,0] — R une fonction
croissante, positive et de classe C*. Alors

0

E(¢(Z)) = ¢(0) + JO P(Z >t)¢'(t)dt

— ¢(0) + J P(Z > t) ¢/(t) dt.

0
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Démonstration. La va ¢(Z) est positive, donc E(¢(Z)) a un sens. Comme ¢ est de
classe C*, on peut écrire ¢(z) = ¢(0) + §; ¢/(t) dt pour tout z > 0. Donc

E(4(2)) = fﬂ H(2(w)) dP(w)

Z(w)
- | (¢><o> e dt) 4P ()
Q 0

_ $(0) + L (JOOO 1o ()& (1) dt) dPw)  car PQ) = 1
_ 5(0) + L “ o (L 11720 () d[P’(w)) dt  par “Fubini > 07

= ¢(0) + J P(Z > t) ¢'(t) dt.

0

La preuve de la 2¢éme formule est identique. On peut aussi déduire cette formule de
la premiere en observant que P(Z > t) = P(Z > t) pour tout t € R tel que P(Z =t) = 0,
donc presque partout relativement & la mesure de Lebesgue car {t; P(Z = t) # 0} est
dénombrable. O

COROLLAIRE 4.2. Si X est une va réelle, on a pour tout 1 < p < oo :
Q0
X1 = E(XP) = p [ 07 UB(X] > 0) dr.
0
En particulier,
0
IX]: = E(|X]) =JO P(|X| > t)dt.

Démonstration. On applique la Proposition 4.1 avec Z = |X| et ¢(t) = tP. O

COROLLAIRE 4.3. Soit 1 < p < . Une va X réellle est dans LP si et seulement si

o0
J tPIP(|X| > t) dt < 0.
0

Démonstration. Conséquence immédiate du Corollaire 4.2 ]

COROLLAIRE 4.4. Soit a € N. Si X est une va discréte a valeurs dans l’ensemble
N, :={a,a+1,a+2,...}, alors
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Démonstration. La va X est positive, donc E(X) a un sens. Par le Corollaire 4.3
avec p := 1 et comme X > a ps, on a

E(X) = f P(X > t)dt

0
:f 1dt+f P(X>t)dt
[0,a] a
0
=a-+ ZJ
k=a [

a0
=a+ Y P(X>k+1).
k=a

P(X > t)dt
kk+1[

(La derniere ligne vient du fait que X est a valeurs dans N, ce qui entraine qu’on a
{X >t} ={X = k + 1} pour tout k € N et pour tout t € [k, k + 1[.) O

Exercice 1. Démontrer directement le Corollaire 4.4.
FEzercice 2. Montrer que si X est une va réelle quelconque, alors
o0
Xel' — ZIP’(]X]>TL) < 0.
n=0

4.2. Inégalité de Markov et applications. Le résultat suivant est tres simple,
mais remarquablement utile.

PROPOSITION 4.5. Pour toute va positive Z et pour tout a > 0, on a l'inégalité
sutvante, qu’on appelle inégalité de Markov :

1
P(Z > a) < —E(2).
«
Plus généralement, pour tout a > 0 et pour tout p = 1, on a

P(Z

\Y

1
il P
a) < o E(ZP).
Démonstration. On a P(Z > a) = S{Z;a} dP. De plus, sur l’ensemble {Z > a}, on
a par définition g > 1. Comme Z > 0, on en déduit

P(Z)a):L

Pour la deuxieme inégalité, il suffit d’observer qu'on a P(Z > a) = P(ZP = oP)
car la fonction u — uP est strictement croissante sur R*, et d’appliquer 'inégalité de
Markov & Z := ZP et & := oP. O

COROLLAIRE 4.6. (inégalité de Bienaymé-Tchebitchev)

Soit X une va réelle dans L?, et soit m :=E(X). Alors, pour tout € > 0, on a

1dIP’<f Zip< | Zap=Lr2)
Zza} {Zza} O oo o

2
o%(X)
P(|X —m|>¢) < I
Démonstration. Par I'inégalité de Markov “d’ordre 2” appliquée & Z := | X — m],

on a

(X —m|>e) < E(IX -mP)  o*(X)

g2 g2
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COROLLAIRE 4.7. Pour toute va réelle X et pour tous e, > 0, on a
IP’(X > 8) < e_)‘EIE(e)‘X).

Démonstration. Comme la fonction x — e est strictement croissante sur R, on a
P(X >¢) = P(e)‘x > e)‘a). 1l suffit donc d’appliquer Markov & Z := eX. O

Remarque. L’inégalité du Corollaire 4.7 pourrait s’appeler “inégalité de Markov
exponentielle”.

EXEMPLE. (“Loi des grands nombres” pour un jeu de pile ou face infini)

Si on joue a pile ou face une infinité de fois, alors il est presque sir que la proportion
de “piles” obtenus apres n lancers tend vers 1/2 quand n — oo.

Démonstration. On modélise la situation par une suite (X;);>1 de va indépendantes
suivant une loi de Bernoulli de parametre 1/2, en convenant que 1 correspond a “pile”
et 0 & “face”. L’évenement “on obtient pile au i-éme lancer” est donc {X; = 1}. La
proportion de piles obtenus apres n lancers est

7z - X1+-~—|—Xn;
n
et il s’agit de montrer que Z,, — 1/2 presque strement.
“Par Borel-Cantelli” (¢f I'Exemple 1 apres le Théoreme 2.1 du Chapitre 5), il suffit
de montrer que pour tout € > 0, on a
0

Z]P’(]Zn—; 25) < 0.

n=1
Comme {|Zn — %| > 5} = {Zn > % + e} U (Zn < % — 5}, union disjointe, on a

1 1 1
P(\Zn—5]>s) :]P’(Zn>§+5) +P(Zn<§—g>,

Par conséquent, il suffit de montrer que

= 1 = 1
Z]P’(Zn>—+€><oo et ZP(an——E)<oo.
2 2
n=1 n=1
On a pour tout A > 0 :
1 1
P(ZnZ 54—6) =P<X1+--~+Xn>n(§+€)>
< e Anlze) E(e)‘(X”'"JFX”)) par Markov “exponentiel”
n
= e~ An(3+e) HE(eAXi) par indépendance.
i=1
De plus, E(e)‘Xi) = %e“o + %EAXI = %(1 +¢*) pour i = 1,...,n. Donc on obtient
1 _/\n(l+5) 1+6)‘ "
P(Zn>§+€)<€ 2 5

_A AN\ T
—nel e 2 +e2
=e - -
2

= e " (ch(N/2))".
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Ensuite, en développant le cosinus hyperbolique en série entiere on voit qu’on a

0 < ch(t) < el pour tout ¢ € R.
En effet :
3 i 2k i e e
=1C0I -~

On obtient donc

1 2 2
]P’(Zn > 3 + 6> < e N = gmneMngs pour tout A > 0.

En étudiant o(\) := —neX + n)‘; (qui est apres tout un gentil trinéme du second
degré), on constate que le “meilleur” A, i.e. celui pour lequel —ne\ + n% est minimal,
est A = 4e; et que pour ce A\, on a —ne + n%z = —2¢%n. Ainsi,

]P’(Zn > % + 5) < 6_262”;

ce qui montre que la série ZIP)(ZH = % + 5) est convergente.

On montre de méme que la série )| IP’( < % ) est convergente, ce qui termine

la démonstration. OJ

4.3. Inégalité de Jensen. Rappelons que si I est un intervalle de R, une fonction
f 1 — R est dite convexe sur [ si

Vo,ye IVA€[0,1] © f((1— Nz +Ay) < (1—N) f(2) + Af().
Par exemple, la fonction exponentielle est convexe sur R, et la fonction = — P est
convexe sur [0,00[ si p > 1.

PROPOSITION 4.8. (inégalité de Jensen)

Soit X une va réelle appartenant ¢ L', & valeurs dans un intervalle I < R, et soit
¢ : I — R une fonction conveze telle que ¢(X) =0 ou ¢(X) € L'. Alors E(X) e I et

d)(E(X)) < IE((Z)(X))
Démonstration.

FAIT 1. Ona E(X) eI, et E(X) € Isi X nest pas presque stirement égale & une
constante.

Preuve du Fait 1. Supposons par exemple que l'intervalle I soit de la forme I =
[a,b], avec a < b < 00. Alors a < X < b presque partout, donc a = E(a) < E(X) <
E(b) = b par croissance de Pespérance, i.e. E(X) € I. De plus, si E(X) ¢ I, alors on a
par exemple E(X) = a, donc E(X —a) = 0, et donc X = a ps car X —a > 0. Ainsi,
E(X) € I si X nlest pas presque stirement égale & une constante. La preuve est la
meéme pour tout autre type d’intervalle. ]

Farr 2. Pour tout xg € I , on peut trouver une fonction affine o : R — R telle que
a(zg) = ¢(xg) et a(z) < ¢(z) pour tout x € 1.

Preuve du Fait 2. C’est une propriété “bien connue” des fonctions convexes. [
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Revenons a l'inégalité de Jensen. Si X est presque stirement égale a une constante
¢, alors le résultat est évident : on a E(¢(X)) = E(é(c)) = ¢(c) = ¢(E(X)). On peut
donc supposer que X n’est pas presque stirement égale a une constante. Alors E(X) € I
d’apres le Fait 1. Par le Fait 2, on peut donc trouver une fonction affine a(z) = az + b
telle que a(E(X)) = ¢(E(X)) et a(z) < ¢(x) pour tout x € I. Ainsi,

P(E(X)) = a(E(X))

=aB(X)+b

=E(aX +) car E(b) = b

~ E(a(X))

< E(¢(X)) par croissance de l’espérance.

0

REMARQUE 1. L’inégalité de Jensen permet de retrouver le fait que | - [|,, < | - [ps
si p1 < pa.

Démonstration. Supposons 1 < p; < pa < o (le cas po = 00 est laissé en exo). Soit
X une va positive,. On a E(X?2) = E((Xpl)m/pl) = E(¢(XP1)), ou ¢(t) = tP2/P1 La
fonction ¢ est convexe sur R™ car pa/p1 > 1; donc E(¢(X?!)) > ¢(E(XP!)), autrement
dit E(X?2) > E(XP1)P2/P1 et donc | X p, = E(XP2)VP2 > E(XP)UPL = | X|,,. O

Ezercice. Montrer que si X € L®, alors | X | = limp—e0 | X |-

REMARQUE 2. L’inégalité de Jensen entraine ce qu’on appelle parfois I'inégalité
de Jensen discréte : si ¢ : I — R est une fonction convexe alors, pour tous
x1,...,Tn € I et pour tous Ai,..., A\, = 0 vérifiant Y)Y \; =1, on a

¢ (Z Aﬂi) < D ().
i-1 i=1

Démonstration. On peut supposer que les x; sont deux & deux distincts (exo).

Par hypotheése sur les \;, on définit une loi de probabilité u sur {xi,...,z,} en po-
sant p({x;}) := A\; pour i = 1,...,n. Donc il existe une va réelle X a valeurs dans
{x1,...,2,} telle que

P(X =z;) =\ pour¢=1,...,n.

On a alors
Z Aivp = E(X) et Z Aig(zi) = E(¢(X));
i=1 i=1
d’ou le résultat par I'inégalité de Jensen. O

5. Moments d’ordres supérieurs

DEFINITION 5.1. Soit X une va réelle, et soit k € N*. On dit que X admet un
moment d’ordre k si X € L*, i.e. E(|X|¥) < c0. Si c’est le cas; le nombre E(X¥)
s’appelle le k-iéme moment de X.

Remarque. Par convention, toute va réelle posséde un moment d’ordre 0, et E(XY) =
1 (puisque X% = 1).

EXEMPLE 1. Si X € L®, alors X admet des moments de tous ordres.
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EXEMPLE 2. il existe une constante A > 0 telle que e} Xl € L, alors X admet
des moments de tous ordres.

Démonstration. On veut montrer que X € LP pour tout p < co. D’apres I'inégalité
de Markov, on a pour tout ¢t > 0 :

P(|X|>1t) = IP’(eAlX‘ > eAt) <Ce ™M, avec C:=E(MNXD).

Donc
0 0
f tPTIP(|X| > t)dt < C J P~ e Adt < oo,
0 0
et donc X € LP par le Corollaire 4.3. O

EXEMPLE 3. Soit X une va suivant une loi normale N (m, 02). Alors X n’appartient
pas a L*®, mais vérifie cependant ’hypothese de 'Exemple 2 pour tout A > 0.

Démonstration. exo. OJ

PROPOSITION 5.2. (Théoreme des moments)

Les moments d’une va réelle bornée déterminent sa loi. Autrement dit : s1 X etY sont
deuz va réelles appartenant ¢ L* telles que E(X*) = E(Y*) pour tout k € N, alors
Px = Py.

Démonstration. Fixons X et Y comme dans ’énoncé.
Farr 1. On a E(f(X)) = E(f(Y)) pour toute fonction continue f: R — R.

Preuve du Fait 1. Comme X et Y sont dans L®, on peut trouver un intervalle
compact [a,b] tel que X et Y sont (presque surement) & valeurs dans [a, b]. Alors, si
f R — R est continue, elle est bornée sur [a, b], donc les va f(X) et f(Y) sont dans
L™, et en particulier dans L'. L’énoncé a donc sens!

Par hypotheése et par linéarité de l'espérance, on a E(P(X)) = E(P(Y)) pour
tout polynome P. Maintenant, si f : R — R est continue, on peut trouver une suite
de polynomes (P,) telle que P, — f uniformément sur [a,b], ou [a,b] est comme
plus haut (Théoreme d’approximation de Weierstrass). Alors P,(X) — f(X) pour

la norme | - | ; en particulier |P,(X) — f(X)|1 — 0 puisque | - |1 < | - [0, €t
donc E(P, (X)) — E(f(X)). De méme E(P,(Y)) — E(f(Y)). D’ou le résultat puisque
E(P,(X)) = E(P,(Y)) pour tout n. O

FAIT 2. Soient pu; et pg deux mesures boréliennes finies sur R. Sion a {, fdu; =
SR f duo pour toute fonction continue bornée f: R — R, alors pup = ps.

Preuve du Fait 2. D’apres le Corollaire 1.5 du Chapitre 3, il suffit de montrer qu’on
a p1(] —o0,b]) = pa(] — o0,b]) pour tout b e R.

Pour n € N*, soit f,, : R — R la fonction définie comme suit : f,(t) = 1 sur
] — 0,b], fn(t) =0 sur [b+ L, 00[, et f, est affine sur [b,b+ L]. (Dessiner le graphe
de fn.) Alors les f,, sont continues, f, — 1j_g ) simplement (exo), et 0 < f, < 1.
Comme les mesures 1 et po sont finies, on en déduit par convergence dominée qu’on
a

n—o0

pi(] —o0,0]) = lim | fudpr et pa(] —o0,b]) = lim | f, dpus;
R n—%0 Jr

donc p1(] — 00,b]) = pa(] — o0,b]) puisque §g fr dur = 3 fn dpe pour tout n (les f,
étant continues bornées). O
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La preuve du Théoreme des moments est maintenant terminée : par le Fait 1, on
a {p fdPx = { f dPy pour toute fonction continue bornée f : R — R; donc Px = Py
par le Fait 2. ]



Chapitre 7

Convergence des variables aléatoires

1. Convergence presque siire et convergence L”

DEFINITION 1.1. Soit (Z,) une suite de va réelles définies sur le méme espace de
probabilité (Q,2A,P). On dit que (Z,) converge presque strement s’il existe une va
Z telle que Zy(w) — Z(w) pour presque tout w € Q. On écrit alors Z, 2> Z.

EXEMPLE 1.2. Siona Y (P(|Z,— Z| = £) < o0 pour tout € > 0, alors Z, =z

Démonstration. C’est une conséquence (de la partie triviale) du Lemme de Borel-
Cantelli; ¢f le Chapitre 5. O

DEFINITION 1.3. Soit (Z,,) une suite de va réelles définies sur le méme espace de
probabilité (Q,2A,P) et appartenant toutes a LP pour un certain p = 1. On dit que (Z,)
converge en norme LP s’il existe une va Z € LP telle que |Z, — Z|, — 0. On écrit

alors Z, L 7

EXEMPLE 1.4. Soit (X}) une suite de va deux & deux indépendantes, appartenant
a L? et centrées. Sion a >/~ ,02(Xy) < o0, alors la série Y Xj, converge en norme L.

Démonstration. Comme L? est un espace complet, suffit de montrer que les sommes
partielles Sy, := > ;. X}, forment une suite de Cauchy dans L2

Comme les X}, sont deux a deux indépendantes et centrées, elles sont orthogonales
dans L?. D’apres le théoreme de Pythagore, on en déduit que pour tous p < ¢, on a

q 9 q q
1Se=Spl3=| 2 Xl = D) IXelB= Y o*(Xe).
k=p+1 k=p+1 k=p+1
Donc | S, — Spl2 — 0 quand p,q — oo puisque la séries >, 0?(Xj) est convergente. [J

REMARQUE 1. Siune suite de va réelles (Z,,) converge en norme L pour un certain

po = 1, alors elle converge en norme LP pour tout 1 < p < pg, donc en particulier en
1
norme L-.

Démonstration. Cest clair puisque LP° € LP et || - |, < | - |po- O
REMARQUE 2. Si Z, — Z en norme L', alors E(Z,,) — E(Z).
Démonstration. Cest évident puisque
[E(Zn) = E(2)| = [E(Zn — 2)| S E(|Zn = Z|) = |Z0n = Z |1
([l

REMARQUE 3. La convergence presque siire et la convergence en norme LP ne sont
pas comparables (si p < o0); autrement dit, aucune n’entraine l'autre.

75
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Exemple 1. Soit (Z,),>1 une suite de va (réelles) telles que P(Z, = n3) = #

et P(Z, =0) =1— # pour tout n > 1. Alors Z, 2> 0 par I'Exemple 1.2 , mais
| Zp|1 — © (exo).

Exemple 2. Soit ( Zn)n>1 une suite de va indépendantes telles que P(Z,, = 1) =
et P(Z, = 0) = 1 — L pour tout n > 1. Alors |Z,[; — 0, mais P(lim{Z, = 1}) =
par Borel-Cantelli, donc Zy, ne tend pas vers 0 presque stirement (exo).

1
n
1

Il y a cependant des liens entre la convergence presque sure et la convergence LP,
comme le montrent les deux résultats suivants.

PROPOSITION 1.5. Soit (Z,) une suite de va réelles. Si (Z,) converge presque
sturement vers une va Z et s’il existe une va G = 0 telle que G € LP et Vn : |Z,| <G
presque surement, alors (Z,) tend vers Z en norme LP.

Démonstration. Ce résultat a été vu dans le cours d’intégration, et porte le nom
de Théoréme de convergence dominée dans LP. La preuve consiste simplement
a appliquer le Théoreme de convergence dominée usuel a f, :=|Z, — Z|P (exo). O

PROPOSITION 1.6. Soit (Z,,) une suite de va réelles. Si (Z,) converge en norme
L' vers une va Z, alors (Z,) posséde une sous-suite qui tend presque siirement vers Z.

Démonstration. Ce résultat a également été vu dans le cours d’intégration. Sup-
posons que Z, tende vers Z en norme L. Alors, (Z,) posséde une sous-suite (Z,,)
telle que |Z,, — Z|1 < 27% pour tout k € N. Si on pose f := Y1 |Zn, — Z|, alors
[ est une fonction mesurable positive bien définie, et § fdP = > {, [Zn, — Z| dP =
Yo | Zn —Z|l1 < 0. Donc f < o0 presque siirement, autrement dit la série Y}(Z,, — 2)
est presque stirement absolument convergente, et en particulier Z,, — Z 0. ]

2. Convergence en probabilité

DEFINITION 2.1. Soit (Z,) une suite de va réelles, toutes définies sur le méme
espace de probabilité (2, A, P). On dit que la suite (Z,) converge en probabilité s’il
existe une va Z telle que

n—o0

P(|Z, — Z] =z ¢) =0 pour tout € > 0.

L, . roba,
On écrit alors Z,, o, 7z,

proba proba

REMARQUE 1. On a “unicité de la limite” : si Z, Z et Z,

7' = Z presque stirement.

Z', alors

Démonstration. Comme |Z' — Z| < |Z' — Z,| + |Z,, — Z|, on a
{12 = Z| ze} < {|Z' — Zn| 2 €/2} 0 {|Zn — Z] = €/2}
pour tout € > 0 et pour tout n, et donc
P(|Z2' = Z|z¢) <P(|Z' - Zo| 2 ¢/2) + P(|Z' — Z,| = ¢/2).
En faisant tendre n vers l'infini, on en déduit que

P(|Z'—Z|>¢) =0  pour tout £ > 0.

Donc P(Z + Z') <UkeN*{|Z' Z| > l/k}) — 0; autrement dit Z’ = Z ps. [
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REMARQUE 2. Si (Z,,) converge en probabilité, alors elle est de Cauchy en proba-
bilité : pour tout € > 0,

]P’(|Zq—Zp| 25) —0 quand p,q — 0.
Démonstration. En notant Z la va limite, on a comme plus haut
P(|Zy— Zpl 2 ¢) <P(|Z,— Z| =2 ¢/2) + P(|1Z — Z,| > ¢/2),
ce qui donne immédiatement le résultat. O

REMARQUE 3. La réciproque est vraie : si une suite de va (Z,) est de Cauchy en
probabilité, alors elle converge en probabilité vers une certaine va Z.

Preuve abrégée. Si (Z,) est de Cauchy en probabilité, elle posseéde une sous-suite
(Zn,) telle que P(|Zy, ., — Zy,| = 27%) < 27" pour tout k € N (exo 1). Par Borel-
Cantelli, on a alors |Z,, ,, (w) — Zy, (w)| < 27F & partir d'un certain rang pour presque
tout w € Q (exo 2); donc la série Y} |Z,, ., — Zn,| converge presque siirement, et par
conséquent la suite (Z,,) converge presque sirement. Ainsi (Z,) possede une sous-
suite (Zy,) qui converge presque slirement, et donc en probabilité (¢f plus bas), vers
une certaine va Z. Comme (Z,) est toujours de Cauchy en probabilité, on en déduit

que Zp, broba, (exo 3). O

PROPOSITION 2.2. La convergence presque sire et la convergence en norme L'
entrainent chacune la convergence en probabilité.

_ Démonstration. Supposons que Zy 5, Z, et fixons € > 0. Comme P(lim E,) >
lim P(E,,) pour toute suite d’événements (E,,) (exo déja posé, qu’il est temps de faire),
on a

lim P(|Z, — Z| = ¢) < P(lim{|Z, — Z| = €}).

Mais comme Z, 2> Z, on a |Zn(w) — Z(w)| < € a partir d'un certain rang pour
presque tout w € Q, et donc P(lim {|Z, — Z| = ¢}) = 0. Donc imP(|Z,, — Z| > €) = 0,
autrement dit P(|Z, — Z| > €) — 0 pour tout € > 0. Ainsi Z, proba,

1
Supposons maintenant que Z, L,z D’apres 'inégalité de Markov, on a

E(|Z, - Z Ly — 2
]P’(‘ZH—Z‘>€) < (1Zn ) _ |1Zn Hl
S 9

pour tout & > 0 et pour tout n. Donc P(|Z, — Z| =€) — 0 pour tout € > 0. O

REMARQUE. Les réciproques sont fausses. Par exemple, si (Z,),>1 est une suite
de va indépendantes avec P(Z, =n) = L et P(Z, = 0) = 1 — L pour tout n > 1, alors

proba . . . ~
Z, ——> 0, mais Z, ne tend vers 0 ni en norme L', ni presque stirement (exo).

La proposition suivante caractérise completement la converge en probabilité en
termes de convergence presque sure.

PROPOSITION 2.3. Soit (Z,) une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. Alors

b . . . N .
Zn 225 7 si et seulement si toute sous-suite (Z') de (Zy,) posséde une sous-suite

(Z},,) telle que Z,, =z
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. . b . .
Démonstration. Supposons que Zy, P2, 7, et soit (Z!) une sous-suite quelconque

de (Z,). Alors Z], proba, Z; donc P(|Z], — Z| = 1/k) — 0 quand n — o0 pour tout

k € N*. On peut donc trouver une suite strictement croissante d’entiers (ny)x>1 telle
que
VkVn=ny : P2, — Z] = 1/k) <27
Pour € > 0 donné, on a alors
Vk>1/e : P(|Z), — Z| =€) <P(|Z], —Z| > 1/k) <27

Donc
0

ZIP’(|Z7’% —Z|z¢e)<w  pour tout € >0,
k=1

, ps
et par conséquent Z; — Z.

Inversement, supposons que (Z,) ne converge pas en probabilité vers Z : il s’agit
alors de trouver une sous-suite (7)) de (Z,) telle qu’aucune sous-suite de (7)) ne
converge presque strement vers Z.

Par hypothese, on peut trouver g9 > 0 tel que P(|Z,, — Z| = €¢) ne tend pas vers 0
quand n — 0. Cela signifie qu’il existe n > 0 tel que P(|Z, — Z| = g9) = n pour une
infinité d’entiers n; autrement dit, qu’il existe n > 0 et une sous-suite (7)) de (Z,,)
telle que

VneN : P(|Z, - Z| = &) = .
Alors aucune sous-suite de (Z),) ne peut converger en probabilité vers Z, et a fortiori
aucune sous-suite de (Z],) ne tend presque strement vers Z. U

COROLLAIRE 2.4. Si (Z,) est une suite de va réelles qui converge en probabilité,
alors (Zy) posséde une sous-suite qui converge presque sirement.

Démonstration. C’est évident par la propostion. O

proba

COROLLAIRE 2.5. Si (Z,,) est une suite de va bornée dans L* et si Z,, —— Z

7

alors Ze L® et Z, 2> 7 pour tout 1 < p < 0.

Démonstration. Soit M := sup,,ey || Zn |0, qui est < oo par hypothese. Par définition
de | - o, on & | Zy(w)| < M ps pour tout n € N, donc

(%) (VneN : |Zy(w)]| < M) ps,

car une conjonction dénombrable de propriétés presque sires est encore presque stre.

. b . .
Par ailleurs, comme Z,, "% Z, on peut trouver une sous-suite (Z,,) de (Z,) qui

converge presque strement vers Z. Par (x), on en déduit que |Z(w)| < M ps, et donc
Z e L®.

Fixons p < o0, et supposons que (Z,,) ne tende pas vers Z en norme LP. Alors on
peut trouver g > 0 et une sous-suite (Z),) de (Z,,) tels que

(2.1) |Z), — Z|, >e0  pour tout n € N.

b . N . .
Comme Z, 2% 7, la suite (Z/,) posséde une sous-suite (Z;,,) qui converge presque

stirement vers Z. De plus, on a |Z,’1k < M ps pour tout k € N, et la constante M
appartient a LP. Par convergence dominée dans LP (Proposition 1.5), on en déduit que
Zy, — Z en norme LP; ce qui contredit (2.1).

O
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COROLLAIRE 2.6. Si Z, 222 7. alors f(Zy)

continue f: R — R.

proba, f(Z) pour toute fonction

Démonstration. Posons Y, := f(Z,). Si (V) est une sous-suite de (Y},), alors Y, =
proba, Z, la suite (Z),)

possede une sous-suite (Z;, ) telle que Z;, 25, Z; et comme f est continue, Y, =

f(Z],) pour une certaine sous-suite (Z),) de (Z,). Comme Z,

f(Z;,,) 5 f(Z). Ainsi, toute sous-suite de (Y;,) posséde une sous-suite qui tend presque

surement vers f(Z), et donc Y, proba, f(Z). O

3. Séries de va indépendantes

Vu ce qu’on a raconté dans les sections précédentes, le résultat suivant est a prior:
assez surprenant. C’est un des treés nombreux “théoremes de Paul Lévy”.

THEOREME 3.1. Soit (Xj) une suite de va réelles indépendantes, et pour n € N,
s0it Sy, := Y p_o Xi. Sila suite (Sy,) converge en probabilité, alors elle converge presque
surement. Autrement dit : pour une série de va indépendantes, la convergence en pro-
babilité est équivalente a la convergence presque sire.

Démonstration. On la présente sous la forme d’un long exercice.
(1) Soit € > 0, et soit n € N. On définit une va 7, : @ — N u {00} en posant
Tne(w) :=min {p > n; |Sp(w) — Sy (w)| = €},
avec la convention min ¢§ = co. Le but de cette question est de montrer que

P(7pe <0) =0 quand n — o0.

a) Pour n > 0, justifier Pexistence d’un entier N, tel que
n
Vm,m' = Ny, : P(|Spy — Sm| = ¢/2) <.

(b) Avec les notations de (a), montrer que pour tous ¢ > n > N,, on a

q

Z P(Tnﬁ =D, ‘Sq — Sp| < 8/2) <.
p=n+1

(¢) Montrer que si n < p < ¢, alors les deux événements (7,. = p) et
(|Sg — Sp| < €/2) sont indépendants.

(d) Déduire des questions précédentes que si 0 <7 <1 et n > N, alors
n=(1—n)P(rpe < 0).

(e) Démontrer le résultat souhaité.

(2) Pour k € N* et n e N, on pose
Eppi={weQ; Ip>n : [Sp(w) — Sp(w)| = 1/k}.
Montrer que pour tout k fixé, P(E, ;) — 0 quand n — c0.

(3) Montrer que la suite (S,,) vérifie presque stirement le critere de Cauchy, et
conclure.

g
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COROLLAIRE 3.2. Soit (Xi) une suite de va réelles indépendantes, appartenant
a L* et centrées. Si on a Y, q0%(X)) < o, alors la série ¥, X), converge presque
sturement.

Démonstration. L'hypotheése sur la série Y 0?(Xy) et l'orthogonalité des va X
entrainent la convergence en norme L? de la série > X} (Exemple 1.4). Comme la
convergence L? entraine la convergence en probabilité, on en déduit que la série >} X,
converge en probabilité, et donc presque stirement d’apres le Théoreme 3.1 puisque les
X}, sont indépendantes. O

COROLLAIRE 3.3. Soit (ay) une suite de nombres réels. Si la série Y, a; est conver-
gente, alors on peut trouver une suite de choix de signes * telle que la série Y, +ay
soit convergente.

Démonstration. Soit () une suite de va indépendantes (définies sur un certain
(©,2(,P)) suivant toutes une loi de Rademacher, i.e les ¢ sont a valeurs dans
{—1,1} avec

Pley = 1) = % — Py = —1).

On applique le corollaire précédent avec Xi := arep. Les X sont indépendantes, et on
vérifie tres facilement qu’elles sont dans L?, centrées, avec 02(X},) = az. Par hypothese
sur les ag, on en déduit que la série >, X = > ager converge presque strement. En
particulier, il existe au moins un w € € tel que la série Y e (w)ay soit convergente, ce
qui démontre le résultat souhaité. O

4. Convergence en loi

4.1. Convergence étroite des mesures.
4.1.1. Généralités. Dans ce qui suit, on se donne un espace métrique (A, d).

NOTATIONS. On note M, (A) I'ensemble des mesures boréliennes finies sur A, et
Cp(A) V'ensemble des fonctions continues bornées f: A — R.

LEMME 4.1. Cy(A) sépare les points de M4 (A) : si p,p’ € M (A) et u # 1, alors
il existe f € Cp(A) telle que SAfd,u # SAfd,u’. Autrement dit, si p et p/ sont deux
mesures telles que SA fdu= SA fdyp pour toute fonction f € Cy(A), alors p= .

Démonstration. Pour A = R, on a déja démontré ce résultat quand on a fait la
preuve du théoréme des moments (Proposition 5.2 du Chapitre 6). Dans le cas général,
la démonstration est tres similaire.

Par le théoréme des classes monotones, il suffit de montrer qu'on a u(F) = p/(F')
pour tout fermé F' < A (exo).

FArT. Il existe une suite décroissante ( f,) de fonctions lipschitziennes bornées (donc
appartenant a Cy(A)) telle que fi(z) — 1p(x) pour tout x € A.

Preuve du Fait. Pour k € N*, soit 0, : R — R la fonction définie comme suit :
0,(0) := 1, Ox(t) = 0 sur | — o, —1/k] U [1/k, [, et O est affine sur [—1/k,0] et
sur [0,1/k]. (Faire un dessin.) Alors les ) sont lipschitziennes bornées, la suite (6)
est décroissante, et Oy (t) — 1oy (¢) pour tout ¢t € R (exo). Si maintenant on définit
fr : A > R par fi(x) := O(dist(z, F)), alors les fi sont lipschitziennes bornées par
composition, la suite (fx) est décroissante, et f — L(zen : dist(z,F)=0) ; autrement dit
fi = 1p puisque F' est un fermé de A. O
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Supposons que §, fdu = §, fdu' pour toute f € Cy(A). Soit (fx) comme dans le
Fait. Comme p et i/ sont des mesures finies et 0 < f, < f1 pour tout k > 1, ona u(F) =
limy o0 § fr dpw par convergence dominée ; et de méme i/ (F) = limy .o §, f dp’. Donc

p(F) = p/(F) puisque §, frdu = §, fr dpu pour tout k. O

DEFINITION 4.2. Soit (i) une suite dans My (A), et soit u € My (A). On dit que
la suite (u,) converge étroitement vers i, et on écrit p, — u, si

J fdpn =2 f fdu pour toute f € Cy(A).
A

REMARQUE. On a unicité de la limite : si p, — p et p, — ', alors p = .
Démonstration. Par définition, on a SA fdp = limy,_,q SA fdu, = SAfdu’ pour

toute f € Cp(A), donc p =y par le Lemme 4.1. O
EXERCICE. Montrer que si u, — p, alors p,(A) — u(A).

EXEMPLE 1. Si (a,,) est une suite de points de A convergeant vers un point a € A,
alors 4,4, — dq.

Démonstration. Exo. O

EXEMPLE 2. Soit p une densité lebesguienne sur R?, et soit (C,,) < ]0, oo une suite
tendant vers 00. Alors pu, := Cp(C,z)dz converge étroitement vers j := &g.

Démonstration. Si on pose pp(z) = Clp(Cha), alors (p,) est une suite de Dirac
dans L'(R?) (cf le cours d’intégration). Donc p,, * g(z) — g(z) pour toute g e Cy(R%)

et pour tout = € R%. En particulier, si f € Cy(R?) et si on pose f~(t) := , alors
| fna= [ £ 0pu00t = pue 570 =5 1 (0) f 7 dbo.
]

Remarque. Sans invoquer aucun résultat sur la convolution, on peut simplement
écrire

J fdu, = f f(x na:Cda:

u
= fRd f<Cn> n(u)du  en posant u := Cpx

et conclure, par continuité de f en 0 et convergence dominée, que
|, sdin =~ | 50 pwn = $00).
Rd Rd

Le résultat suivant s’appelle assez bizarrement le Théoréme porte-manteau.

PROPOSITION 4.3. Soit (pn,) une suite dans My (A), et soit p € My(A). Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(1) pn = pu;

(2) SA fdu, — SA fdu pour toute fonction lipschitzienne bornée f: A — R;
(3) pn(A) — p(A) et lim py,(F) < u(F) pour tout fermé F < A ;

(3") pn(A) = p(A) et lim p1,, (O) = p(O) pour tout ouvert O < A ;
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(4) pn(B) — wu(B) pour tout borélien B < A tel que u(dB) = 0.

Démonstration. (1) = (2) est évident.

(2) = (3). Supposons (2) vérifiée, et montrons (3).

Soit F' un fermé de A. On a vu dans la preuve du Lemme 4.1 qu’il existe une
suite décroissante (fx) de fonctions lipschitziennes bornées, fr : A — R, telle que
fr(z) = 1p(x) pour tout z € A. Comme 1p < fi, on a pour tout n € N et pour tout
k

A A
De plus, SA fi dpty, =55 SA fr du puisque p, — p, donc
lim 1, (F) < f frdp pour tout k > 1.
A

Mais SA fedp — SA 1pdp = p(F) quand k — oo, par convergence dominée ; donc on
obtient bien lim p, (F) < pu(F).

(3) < (3'): c’est un exo utilisant juste le fait que p,(0) = pn(A) — pr(A\O) et
#(0) = p(A) = p(A\O).

(3),(3) = (3). Si B < A est un borélien tel que pu(dB) = 0, alors u(B) =
p(B) = u(B) car u(0B) = p(B\B) = u(B) — u(B), donc en fait u(B) = pu(B) = p(B)
puisque B € B € B. En appliquant (3) et (3’) avec F' := B et O := B, on obtient

o

B 1 (B) < T i (B) < u(B) = u(B) = pu(B) < lim i (B) < lim 1, (B),
ce qui montre que p,(B) — u(B).

(4) = (1). Supposons (4) vérifiée, et fixons f € Cy(A) : on veut montrer que
SAden - SAfd,u'

FAIT 1. L'ensemble D := {¢t € R; pu(f'({t})) > 0} est dénombrable.

Prewve du Fait 1. On définit une mesure borélienne v sur R en posant v(A) :
w(f~1(A)) (exo), et la mesure v est finie car u est finie. Donc D = {t € R; v({t}) > 0
est dénombrable par le Fait 2.4 du Chapitre 2.

A O=

Farr 2. Pour tout € > 0 donné, on peut trouver des nombres réels oy < a3 < ...
ay vérifiant les propriétés suivantes :

(i) p(f'({ox}))=0pour k=0,...,N —1;
(ii) agr1 —ap <epour k=0,...,N —1;

(iii) ap < f(z) < an pour tout = € A.

Prewve du Fait 2. Soit M une constante telle que —M < f < M. (Une telle
constante M existe puisque f est bornée.) Par le Fait 1 et comme 'intervalle |—oo, M]
est non dénombrable, on peut trouver ag < M tel que u(f = ap) = 0. Ensuite, toujours
par le Fait 1, on peut trouver a; tel que ag +¢/2 < a1 < ap+e et u(f = ay) =0;
puis e tel que a1 +€/2 < ag < a; + ¢, et ainsi de suite. Si N est assez grand, alors
an > oy + Ne/2 = M, donc (i), (ii) et aussi (iii) sont vérifiées. O

FArT 3. Pour tout € > 0, on peut trouver une fonction borélienne bornée p : A - R
telle que

|p(z) — f(z)| <e pour tout z € A et J;\ ©dp, =25 J;\ pdp.
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Preuve du Fait 3. Soient ag < ... < ay donnés par le Fait 2. Posons
N—1
= Z aglp, avec By = fﬁl([ak,akﬂ[).
k=0
Comme oy <

f < an, les By forment une partition de A; et par définition de ¢,
ona0< f(z) - )

< apy1 — ai < € pour tout k et pour tout x € By. Donc
lo(x) — f(z)| <e pour tout x € A.

De plus, comme f est continue, on a By < f~ ([og, 1)) et £ (Jow, aws1]) S Be
pour tout k € [0, N — 1]. Donc 0By < f~'({ax}) U f~*({ari1}), et par conséquent
w(0Bg) = 0. Par (4), on en déduit que

N—-1 N—-1
J pdun = Y appn(By) = Y apu(By) =J pdu.
A k=0 k=0 A

0

On peut maintenant conclure la preuve. Soit € > 0 quelconque. Par le Fait 3, on
peut trouver une fonction ¢ : A — R telle que

lp(z) — f(x)| <& pour tout z € A et J ©dp, =2 J wdp.
A A

On a alors §, |¢ — fldu < ep(A), et §, ¢ — fldpun < epn(A) pour tout n € N. En
écrivant

Lfdun - JAfdu = fA(f — @) dpn + UAsodun - wadu> + fA(tp— f)dp,

on en déduit
(4.1) UA fdu, — fA fdu’ < epn(A) + UA odpy, — JA cpdu‘ +ep(A).

Enfin, p,(A) — wu(A) par (4) a nouveau, car JA = ¢J. En faisant tendre n vers
I'infini dans (4.1), on en déduit

lim

J fduy — f fdu‘ < 2eu(A) pour tout € > 0,
A A
ce qui prouve que §, fdu, — §, fdp. O

COROLLAIRE 4.4. Si pun(B) — p(B) pour tout borélien B < A, alors pi, — .

FEzercice. Trouver une suite (u,) € M4 (R) convergeant étroitement vers dp, mais
telle que p,({0}) ne tende pas vers 1 = §({0}).

4.1.2. Cas d’un espace A discret.

DEFINITION 4.5. L’espace métrique A est dit topologiquement discret si toute
suite convergente d’éléments de A est constante a partir d’un certain rang.

Exemples. Tout espace métrique fini est topologiquement discret ; N est topologi-
quement discret ; R et Q ne sont pas topologiquement discrets (exo).

REMARQUE 4.6. A est topologiquement discret si et seulement si tout ensemble
B < A est a la fois ouvert et fermé dans A.
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Démonstration. Si A est topologiquement discret, alors on voit immédiatement que
tout ensemble B € A est fermé (et donc aussi ouvert puisque A\B est fermé) : si (z,,)
est une suite de points de B convergeant vers x € A, alors x,, = = a partir d’un certain
rang, et donc = € B. Inversement, supposons que tout B < A soit ouvert. Si (x,) est
une suite d’éléments de A convergeant vers z € A, alors, comme le singleton {z} est
ouvert et contient x (!), on a x,, € {z} a partir d'un certain rang, i.e. z,, = x a partir
d’un certain rang. O

PROPOSITION 4.7. Supposons que l’espace métriqgue A soit dénombrable et topo-
logiquement discret. Soit (u,) une suite dans My (A), et soit p € My (A). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

() pn =
(4) pn(B) — u(B) pour tout ensemble B < A ;

(5) pn(A) = p(A) et pn({z}) — p({x}) pour tout x € A.

Démonstration. Comme A est topologiquement discret, tout ensemble B € A est
ouvert et fermé. Donc 0B = B\B = & pour tout B = A. Donc (4’) est en fait la
méme condition que (4) dans la Proposition 4.3, et donc (1) < (4’). Evidemment
(4’) = (5), donc il reste a montrer que (5) = (4’).

Supposons (5) vérifiée. Alors u,(F) — wu(F) pour tout ensemble fini F' < A :

en effet, si F = {ay,...,ax}, alors p,(F) = S5 un({ar}) = She, n({ax}) = u(F)
quand n — o par (5).

FAI1T. Pour tout € > 0, on peut trouver un ensemble fini F' € A et un entier N tels
que u(A\F) < e et pn(A\F') < € pour tout n > N.

Preuve du Fait. Comme A est dénombrable, il est réunion d’une suite croissante
d’ensemble finis (F)gen. Alors p(A) = lim p(Fy) ; donc, comme p est une mesure finie,
on peut trouver un entier k tel que F' := Fy vérifie u(F) > p(A) —e. On a alors
w(A\F') < e. Comme pp(F) — p(F) et p,(A) — p(A) par (5), on peut trouver un
entier N tel que pn(F) > pn(A) —e pour tout n = N. Pour n > N, on a alors
fn(A\F) = pn(A) — i (F) <. O

Maintenant, soit B € A quelconque. Soit aussi € > 0, et soient F' et N comme dans
le Fait. Pour n = N, on a

[ (B) = w(B)| < |pn(B) = pn(B 0 F)| + [pn(B 0 F) — (B 0 F)|
+ (B F) — u(B)]
<2+ |pn(BNnF) —u(Bn F)|.

Comme p,(B N F) — (B n F) puisque B N F est fini, on en déduit
lim | (B) — u(B)| < 2 pour tout £ > 0,
ce qui prouve que p,(B) — u(B). O

REMARQUE. L’implication (5) = (4’) est valable dans tout espace métrique
dénombrable A (pas forcément topologiquement discret), et (4’) = (1) vaut dans
n’importe quel espace métrique A.
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4.1.3. Cas ou A = R.

NOTATIONS. On note Coo(R) I'ensemble des fonctions f : R — R continues a
support compact, et Cjg(R) I'ensemble des fonctions de classe C* & support compact.
On a ainsi

Coo(R) < Coo(R) < Cy(R).

PROPOSITION 4.8. Supposons que A = R. Soit (i) une suite dans M4 (R), et soit
we M (R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Hn = [
(6) pn(R) = u(R) et §z @ dun, — S5 @ du pour toute fonction p € Coo(R).
(7) pn(R) = pw(R) et §x @ dun, — § @ du pour toute fonction ¢ € Cij(R).
Démonstration. Evidemment, (1) = (6) —> (7). De plus, on sait (cf le cours
d’intégration) que Cij(R) est dense dans Coo(R) pour la norme | - ||o ; autrement dit,
pour toute ¢ € Coo(R) et pour tout € > 0, on peut trouver une fonction ¢ € Cg5(R)

telle que
|p(z) —p(x)] < e pour tout z € R.
En raisonnant comme dans la preuve de (4) = (1) de la Proposition 4.3, on en
déduit que (7) = (6). Donc il reste a montrer que (6) = (1).
Supposons (6) vérifiée, et fixons f € Cy(R) : on veut montrer que {5 f du, — § fdu
quand n — oo.

FAIT. Pour tout £ > 0, il existe une fonction x € Cpo(R) vérifiant 0 < xy < 1 et un
entier N, tels que {5 (1 — x)dp < e et {5(1 — x) duyn < e pour tout n > N.

Preuve du Fait. Comme la mesure p est finie et que R est réunion d’une suite
croissante d’intervalles compacts, on peut trouver un intervalle compact I tel que
w(lp) > p(R) — e (exo). Soit x € Coo(R) telle que 0 < x < 1et x =1 sur I (exo :
dessiner le graphe d’une telle fonction x). Alors {; x du > p(R) —¢ car x > 1;, et donc
§r(1=x) dp = p(R)—§5 x dp < €. De plus, comme /i, (R) — p(R) et {5 x dpn — {5 x dp
par (6), on peut trouver un entier N tel que § x dn, > p1n(R) — € pour tout n > N ;
et alors § (1 — x) dpn < € pour n > N. O

Soit € > 0, et soient x € Cpo(R) et N comme dans le Fait. Alors ¢ := x f appartient
a Coo(R). Comme f—¢@p=(1—x)fetl—x>0,ona

[ 1=l = [ @=vllau=irle | G- vdu<elflas
R R R
et de méme

J|¢—f\dun<8|f|oo pour tout n > N.

R

D’apres I'inégalité triangulaire, on en déduit (comme dans la preuve de (4) = (1)
de la Proposition 4.3)

ffdun—f fdu’<2€|f|oo+U god,un—f (pd,u‘ pour tout n € N.
R R R R

Comme §p @ du, — §p @dp par (6) et comme € > 0 est quelconque, on peut donc
conclure que §i fdu, — (5 fdp.

0
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4.2. Convergence en loi d’une suite de va. Dans ce qui suit, on se donne une
suite de va (Zy,)nen et une va Z, toutes a valeurs dans un espace métrique (A, d).

DEFINITION 4.9. On dit que la suite (Z,) converge en loi vers Z si la suite

(Pz,) converge étroitement vers Py. On écrit alors Zy, £ 7.

REFORMULATION. Par définition, (Z,) converge en loi vers Z si et seulement si
E(f(Zn) — E(f(Z)) pour toute f € Cp(A).
REMARQUE 1. Les Z,, ne sont pas forcément définies sur le méme espace de pro-
babilité (Q, A, P).
REMARQUE 2. On a “unicité de la limite” au sens des lois : si Z, £, Z et 2, £, Z’,
alors Py = Py.

Démonstration. C’est évident puisqu’on a unicité de la limite pour la convergence
étroite. O

EXEMPLE. Siles Z,, sont des va réelles suivant des lois N'(0, 0,,) avec limy,_,qo, 07y =
L
0, alors Z,, = 0.

Démonstration. Sion note p : R — R la “densité gaussienne standard”, i.e. p(z) =

\/%76_””2/2, alors Pz = ép(é)dx pour tout n € N. Donc Pz, — ¢ puisque A, :=
i — o0 (¢f 'Exemple 2 apres la définition de la convergence étroite). O

EXERCICE. On suppose que Z et les Z,, sont des va réelles. Montrer que si Z, £z
L

alors aZ, + b £ 0z + b pour tous a,b € R. Plus généralement, montrer que ¢(Z,,) =
¢(Z) pour toute fonction continue ¢ : R — R.

PRrROPOSITION 4.10. La convergence en probabilité entraine la convergence en loi :

si Z et les Zy, sont des va réelles définies sur le méme espace de probabilité (2,21, P)

. b L
et si Zp 222 7, alors Zn = 7.

, . b. . .
Démonstration. Supposons que Z, ——% Z. et fixons f € Cp(R) : il s’agit de

montrer que E(f(Z,)) — E(f(Z)). Par le Corollaire 2.6, on sait que f(Z,,) proba, f(2).
Ensuite, on applique le Corollaire 2.5 : comme la fonction f est bornée, la suite (f(Z,,))

est bornée dans L™ ; et comme f(Z,,) proba, f(Z), on en déduit que f(Z,) — f(Z) en
norme L'. En particulier, E(f(Z,)) — E(f(Z)). O

Ezercice. Soit Z une va suivant une loi de Bernoulli B(1/2), et soit Z, :=1—Z2
pour tout n € N. Montrer que (Z,,) converge vers Z en loi mais pas en probabilité.

PROPOSITION 4.11. Une suite (Z,,) de va réelles converge en loi vers une va Z si et
seulement si P(Z, € B) — P(Z € B) pour tout borélien B < A tel que P(Z € 0B) = 0.

Démonstration. C’est une conséquence de la Proposition 4.3. ]

COROLLAIRE 4.12. Supposons que Z et les Z, soient des va réelles. Si Zy, £ 7

et si de plus Py est une loi diffuse (par exemple, si Z est une va a densité), alors
P(Z, e I) — P(Z € I) pour tout intervalle I < R.
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Démonstration. 01 contient au plus 2 points, donc Pz(0I) = 0. O

COROLLAIRE 4.13. Si les Z,, sont des va réelles définies sur le méme espace de
probabilité (Q,A,P) et si les Z, convergent en loi vers une va Z constante, alors
7 proba 7

n > 4.

Démonstration. Soit a 'unique valeur prise par Z. Pour € > 0, on a P(|Z, — Z| >
e)=P(|Z,—a|>¢)=P(Z, € B:), ot B =] —0,a—¢|u|a+e,0[. De plus, comme
Pz =04, 0naP(ZedB:) =6,({a—ctu{a+e})=0. Donc P(|Z, —a| =€) =P(Z, €
B.) > P(Z e B.) = d,(B:) =0. O

COROLLAIRE 4.14. Si Z et les Z,, sont des va réelles a densité et si pz, () — pz(z)
presque partout, alors Z, £ 7.

Démonstration. Montrons qu’en fait P(Z,, € B) — P(Z € B) pour tout borélien
B<R. Ona

P(Z, € B)— P(Z € B)| = UB o (2) da — fB ps (@) da

< jB 192, (z) — pz()| da

< |pz. — pzlh

Donc il suffit de montrer que |pz, — pz[|1 — 0.
Posons f, 1= |pz,| +|pz| —|pz, — pz| = pz, + pz — |pz, — pz|- Les f, sont >0 et

fn = 2pz presque partout. De plus, o fr =2 — {3 |pz, — pz| car Sz pz =1 =3 pz,.
Par le Lemme de Fatou, on a donc

2=f 2[)2=f limfnélimf fo=2~Tm|pz, — pz|1.
R R R

On en déduit lim |pz, — pz[1 = 0, ce qui est le résultat souhaité. O

EXEMPLE. Si Z,, suit une loi normale N'(my,,c2) et sim, — meRet g, — o > 0,
alors (Z,) converge en loi vers une va Z ~ N (m,o?).

Démonstration. Micro-exo. O

EXERCICE. Soit (X, B, 1) un espace mesuré, et soit (f,) une suite dans L'(x). On
suppose que f, converge presque partout vers une fonction f € L'(u), et que de plus
Ifnli = If]1- Montrer que f,, tend vers f en norme L.

PROPOSITION 4.15. Supposons que Z et les Zy soient a valeurs dans un espace
métrique A dénombrable et topologiquement discret. Alors Zy, £, 7 si et seulement si
P(Z, = x) > P(Z = x) pour tout x € A ; et dans ce cas P(Z, € B) — P(Z € B) pour
tout B < A.

Démonstration. Comme Py (A) =1 = Pz(A) pour tout n € N, ¢’est une conséquence
de la Proposition 4.7. O

COROLLAIRE 4.16. (Théoreme de Poisson)
Supposons que Z, suive une loi binomiale B(n,p,), ot p, ~ % Alors (Zy,) converge
en loi vers une va Z suivant la loi de Poisson P(\).
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Démonstration. Les Z,, sont toutes a valeurs dans A := N. Pour k € N fixé et pour
tout n > k, on a

n _
1
= Hn(n— --(n—k+ l)p,’fb(l —pn)"_k;
et donc

1
P(Z, = k) ~ h FpE(1 —pp)"*  quand n — .

De plus, comme p,, ~ %, on voit que nFpF — A\¥: et comme p,, — 0, on voit aussi que
(1 _pn)n—k’ — e((n—k) log(1-pn) _, e—)\ quand n — o0 (Car log(l _pn) ~ —pp ~ _%)
Donc

P(Z,=k) —> —e" pour tout k € N.

O

PROPOSITION 4.17. Supposons que Z et les Z,, soient des va réelles. Alors Z,, £z
si et seulement si E(p(Zy,)) — E(¢(Z)) pour toute fonction ¢ € C3j(R).

Démonstration. Conséquence de la Proposition 4.8. U

Voici pour finir un peu de nouveauté.

PROPOSITION 4.18. Supposons que Z et les Z, soient des va réelles. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

Q) Zn 5 7;

(ii) Fz, — Fz(t) en tout point t € R ou la fonction Fy est continue.
Démonstration. On notera D I'ensemble des points de discontinuité de Fy.
FArT. Ona D = {te R; Pz({t}) > 0}.
Prewve du Fait. On I'a vu au Chapitre 3 (c’était le Fait 6.3). O

Par le Fait, un nombre réel ¢ est un point de continuité de Fz si et seulement si
Pz(01;) = 0, ou I; =] — o0, t]. Donc, si (i) est vérifiée, alors Py, (I;) — Pz(1I;) en tout
point ¢ ou Fz est continue d’apres la Proposition 4.3 ; autrement dit (ii) est vérifiée.

Inversement, supposons (ii) vérifiée. Pour montrer que Z, £, 7, il suffit de vérifier
que E(¢(Z,)) = E(¢(2)) pour toute fonction @ € Cip(R).

Par définition, E(p (Z = Jq (2 )) dP(w). De plus, comme ¢(t) — 0 quand
t — —o0, on a aussi o((Zp(w)) = SZ” w) t) dt pour tout w € Q, ce qui peut encore
s’écrire o(( = $g [e.oo[(Zn(w))'(t )dt. En appliquant le Théoréme de Fubini, on

obtient donc
E(¢(Z0)) = fQ (], tratzn ¢ 0at) aee

O'(P(Z, > t)dt

= * % ?

¢'(t)(1 = Fz, (1)) dt;
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et de méme
B((2)) = | /001~ Palt) at.

(Exo : justifier I'utilisation du Théoreme de Fubini.)
Par (ii), on sait que 1 — Fz, (t) — 1 — Fz(t) en tout point ¢ ¢ D. De plus, D =
{t; Pz({t}) > 0} est dénombrable, donc en particulier \;-négligeable; et ainsi 1 —
Fy,(t) — 1— Fz(t) presque partout. Comme ¢’ € L*(R) (car ¢ est continue & support
compact) et |(1—Fz, (t))¢'(t)| < |¢'(t)| pour tout n € N, on en déduit par convergence
dominée que
E(e(Zn) == | &1~ Fz(1)) di = E(o(2)).
g

COROLLAIRE 4.19. Si P(Z,, € I) — P(Z € I) pour tout intervalle I < R, alors
L
Iy — 7.

Démonstration. C’est évident par la proposition et la définition d’une fonction de
répartition. 0






Chapitre 8

Théoréemes limites

1. Loi des grands nombres

On a vu au Chapitre 6 que si X est une va suivant une loi de Bernoulli B(1/2) et

si (X;)i>1 est une suite de va indépendantes et de méme loi que X, alors
Xi+--+ X 1
ST TN B R(X).
n 2
Le théoréme suivant montre que ceci n’est pas du tout spécifique a la loi B(1/2),
mais est au contraire un phénomene complétement général. Ce résultat s’appelle la

Loi des grands nombres.

THEOREME 1.1. Soit X une va réelle appartenant & L', et soit (Xi)i=1 une suite

n
de va indépendantes et de méme loi que X. Pour n =1, on pose S, := >, X;. Alors
i=1
Sn B, (),
n

Démonstration. Soit m := E(X). Quitte a remplacer X par X — m et X; par

X; —m, on peut supposer que m = 0, i.e. que X est centrée. Il s’agit alors de montrer

ps .
que % — 0; ce qu’on va faire en prouvant que

lim =2 <0 et lim
n

S
— >0 ps.

FAIT 1. Soit Y € L', et soit (Y;);>1 une suite de va indépendantes et de méme loi
que Y. Pour n > 1, on pose ¥, ;=Y +---+Y,. Si E(Y) < 0, alors sup,,~ Xp(w) < o
presque siirement.

Preuve du Fait 1. Soit E := {w € Q; sup,>; Xp(w) < ©0}. On veut montrer que
P(E) =1 (sous 'hypothese E(Y) < 0).
L’évenement E est asymptotique relativement a la suite (Y;) (exo), donc P(FE) vaut

0 ou 1 par la loi du 0-1. II suffit donc de montrer que P(E) > 0. On raisonne par
Pabsurde en supposant que P(E) = 0; autrement dit, qu’on a

(%) sup ¥, (w) = o0 presque sirement.
n=1

Pour n = 1, posons
M, = max(¥,...,%,) =max(Y1,Y1 +Ys,..., Y1+ +Y}).

La suite de va (M,,) est croissante, et M, > oo par (x).
Posons maintenant

M* = max(YQ’}/Q—i—Yg,...,YQ-F"'+Yn+1)-

n

91



92 8. THEOREMES LIMITES

Alors M a la méme loi que M,,. En effet, on a M,, = ®(Y7,...,Y,)ou®: R" - R
est la fonction définie par ®(uq, ..., u,) := max(uy, ug +ug,...,u1+--+uy,), et M* =
?(Ys,...,Y, 1) pour la méme fonction ®. Comme les va (Y7,...,Y,) et (Ya,... n+1)
ont la meéme loi, a savoir Py ®- - -®Py, cela montre bien que Py = Pyy,. En part1cuher,

E(My) = E(My).
De plus la suite (M;¥) est croissante, et on vérifie que M* — o0 ps (exo).
Par définition de M, on a

Y1+ M)} = max(Xa, ..., Xn41);

et donc
Mp4+1 = max(X1,Y1 + M) = max(Y1, Y1 + M)Y).
Autrement dit,
M1 =Y1 + M — min(0, M}).
De plus, comme la suite (M,,) est cr01ssante on a E(M,1) = E(M,), ce qui s’écrit
E(M;¥) + E(Y1) — E(min(0, M) > E( Comme E(M}) = E(M,,), on obtient donc

E(Y1) = (mln(O M*))

Mais si on pose ®,, := min(0, M), alors la suite (®,,) est croissante, et tend presque
sturement vers 0 car M¥ — oo ps. De plus, on a (par croissance) ®; < ®,, < 0 pour tout
n = 1. Comme ®; = min(0, M7) = min(0,Y2) € L', on en déduit, par convergence
dominée, que

E (min(0, M;;))— 0.
On obtient ainsi E(Y7) = 0, ce qui est la contradiction souhaitée. O
FarT 2. Pour tout € > 0 fixé, on a

sup(Sn(w) — ns) < o0 presque sirement.
n=1
Preuve du Fait 2. On applique le Fait 1 avec Y := X —c et Y; := X; — . Comme
E(X) = 0, on a bien E(Y) < 0. Les Y; sont indépendantes et de méme loi que Y car
les X; sont indépendantes et de méme loi que X ; et X, = D" |(X; —¢) = S, — ne.
Donc le résultat est immédiat. O

Par le Fait 2, on a sup,,>, (Sn — ne) < o0 presque surement, pour tout € > 0. En
écrivant

Sn _ 1o
;—n(Sn ns)—I—s,

on voit donc que pour tout € > 0 fixé, on a
I n A~
lim — < e presque sirement.
n

En prenant ¢ := 1/k avec k € N* et se souvenant qu’'une conjonction dénombrable
de propriétés presque sires est encore presque sure, on en déduit que

— 1
presque siirement  : (lim < z pour tout k € N*).
n
Autrement dit :

li

— S
— <0 ps.
n
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En appliquant ceci a la suite (—X;), on en déduit qu’on a aussi Tim (=52) < 0 ps,

n
d’ou

& _ _m (_Sn)
n n

lim =0 ps.

O

REMARQUE. On peut montrer que ’hypothese “X € L' est nécessaire pour avoir
la convergence presque sure de %

2. Lois des grands nombres L’

Le “défaut” du Théoreme 1.1 est qu’il ne s’applique qu’a des va X; indépendantes
et de méme loi. Dans cette section, on va démontrer des résultats du méme type ou
on g’affranchit un peu de ces hypothéses. Le prix a payer est qu’on doit supposer que
les X; sont dans L?; et, surtout, on n’obtient plus de la convergence presque siire mais
“seulement” de la convergence en norme L? (et donc, quand méme, de la convergence
en probabilité). Pour cette raison, on parle parfois de lois “faibles” des grands nombres.

Rappelons la définition de la covariance de deux va, dont il a déja été question au
Chapitre 6.

DEFINITION 2.1. Soient X et Y deux va réelles définies sur le méme espace de
probabilité (Q,A,P) et appartenant ¢ L?. La covariance de X et Y est le nombre
Cov(X,Y) défini par

Cov(X,Y) :=(X —E(X),Y —E(Y))r2 = E((X —E(X))(Y —E(Y)).
On dit que X et Y sont non corrélées si on a Cov(X,Y) = 0.
REMARQUE 1. On a Cov(X, X) = 0?(X) pour toute va X € L2,
REMARQUE 2. Si X et Y sont indépendantes, alors elles sont non corrélées.

Démonstration. Les va X —E(X) et Y —E(Y') sont indépendantes et centrées, donc
orthogonales dans L2. O

PROPOSITION 2.2. Soit (X;)i=1 une suite de va réelles définies sur (Q,2A,P) et
appartenant & L?. Pour n > 1, on pose

Sn = an Xz

=1

On fait les hypothéses suivantes :

n
(i) 1 ¥ E(X;) admet une limite m quand n — o0 ;
i=1
n
(i) Y. Cov(X;, X;) = o(n?) quand n — oo.
ij=1
Alors S;L—” — m en norme L?, et donc en probabilité.
Démonstration. Supposons d’abord que les X; sont centrées. Alors m = 0, donc il

2
s’agit de montrer que S—rf 0.
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Z <Xi7Xj>L2

3,j=1

SnllZ2

n

2 Cov(X;, X;) carles X; sont centrées.
ij=1
Donc le résultat est immédiat par (ii)!

Pour le cas général, on applique le cas “centré” aux va Y; := X;—E(X;), qui vérifient
(ii) car Cov(Y;, Y;) = Cov(X;, X;), et qui vérifient (i) avec m = 0. La conclusion est
que

n
d’olt le résultat puisque 1 Y E(X;) — m.
i=1
D

COROLLAIRE 2.3. Si (X;) est une suite de va appartenant ¢ L?, deux & deux non

corrélées, de méme moyenne m et de méme variance o2, alors *%" — m en norme L?

et donc en probabilité.

Démonstration. La condition (i) est évidemment satisfaite. De plus, comme par
hypothese Cov(X;, X;) = 0sii # j et Cov(X;, X;) = 0%(X;) = 02, on a

n n
2 Cov(X;, Xj) = Z 02(X;) = no? pour tout n = 1;

i,j=1 i=1

donc (ii) est également satisfaite O

DEFINITION 2.4. Soient X et Y deux va réelles définies sur le méme espace de
probabilité (2,2, P) et appartenant ¢ L?. Le coefficient de corrélation de X et Y
est le nombre Cor(X,Y") défini par

~ Cov(X,Y)
Cor(X,Y) := S (X)o(¥)’

en convenant que Cor(X,Y) =0 si o(X) =0 ou o(Y) = 0 (ce qui revient a dire que
X ouY est presque stirement égale a une constante).

REMARQUE. On a toujours |Cor(X,Y)| < 1 par I'inégalité de Cauchy-Schwarz; et
Cor(X, X) = 1 pour toute va X non presque siirement égale a une constante.

THEOREME 2.5. Soit (X;);>1 une suite de va réelles définies sur le méme espace
de probabilité (Q,A,P) et appartenant ¢ L?. Pour n > 1, on pose

Sn = znlle

On fait les hypothéses suivantes :

(a) 2 21 E(X;) admet une limite m quand n — o0 ;
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(b) i}l o%(X;) = O(n) quand n — o ;

(c) pour i # j, on a une majoration de la forme |Cor(X;, X;)| < r(|i — j|), ou
n—1
r: N — R* vérifie que Y] r(k) = o(n) quand n — 0.
k=1

Alors ‘S;L—" — m en norme L?, et donc en probabilité.

Démonstration. D’apres la Proposition 2.2, il suffit de montrer que

i Cov(X;, X;) = o(n?) quand n — 0.
ij=1
Par définition, on a Cov(X;, X;) = 0?(X;) pour tout i, et
|Cov(Xy, Xj)| = |o(Xi)o(X;)Cor(Xi, Xj)|
< o(Xi)o(X;)r(li —j]) sii#j.

Donc

> Cov(X;, X;)| <

1,j=1

De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a aussi
n—k

Z (Xior) < (Z >1/2 (Z 2(Xiin) )1/2

=1

n
Z X;) pour tout k € [1,...,n —1].

e

En posant o2 := Y] 0?(X;), on obtient donc

i=1

Z Cov(Xi, X;) Z
i,j=1 k=1
et par (b) et (c), on en déduit que >, Cov(X;, X;) = o(n?). O
ij=1

3. Théoréme des événements rares

Le résultat suivant généralise le Théoreme de Poisson vu au Chapitre 7 (Corollaire
4.16).

THEOREME 3.1. Pour tout n € N*, soient Xy 1,..., X, v, des va indépendantes
a valeurs dans {0,1}, chaque X, ; suivant une loi de Bernoulli B(pn;). On fait les
hypothéses suivantes :
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(i) Ay = Zf\i’i Dni admet une limite A > 0 quand n — o0 ;
(ii) e := max(pp,1,...,Pn,M,) tend vers 0 quand n — c0.

Alors, si on pose Sy, 1= Xp1+ -+ Xpm,, la suite (Sy,) converge en loi vers une va
Z suivant la loi de Poisson P(\).

Ezercice. Montrer que le théoreme de Poisson est effectivement une conséquence
de ce résultat.

Preuwve du théoréme. On aura besoin de la notation suivante : si p et p’ sont deux
lois de probabilité sur N, on pose

I —p] == Z |u({k}) — 1/ ({k})]-

Autrement dit, si Xet X’ sont deux va & valeurs dans N, alors

[Px —Bx| = D) |P(X = k) — B(X' = k).

k=0
Farr 1. Soient Xi,...,Xum, X{,...,X), des va & valeurs dans N. On suppose
que les X; sont indépendantes et que les X/ sont indépendantes. Alors, si on pose
S=X1+ - +XyetS =X —I—XM,ona

[Pg — Py < Z IPx; —Px,]-

Preuve du Fait 1. 11 suffit de traiter le cas ot M = 2 : le cas général s’en déduit
par récurrence (exo). On a donc affaire & 4 va X3, Xo, X], X}, avec S = X1 + X5 et
S’ = X{| + XJ. Pour alléger les écritures, on posera pour i = 1,2 et ke N :

piki=P(X;=k) et pi,=P(X]=k).

Comme X7 et X5 sont indépendantes, on sait que pour tout k € N, on a
k k
— Y P(X1 = ) P(Xa = k=) = . propaies:
et de méme
k
/ /
= Z P1,sP2,k—s-
s=0
Donc

[Ps — Psr|| =

k
/ /
P1 SPQ,k*S - pl,sp27k—s

i MS i MS

k
/ /
p1 sP2 k—s ,01,502,1%5‘-

De plus, pour tous 0 < s < k, on peut majorer |p1 sp2 k—s — P sPh k| cOMMe suit :

< Pl,s

/A / / /
P1,5P2,k—s — pl,sp2,kfs —-s pQ,kfs’ + Pg’k,s ‘pLS - pl,s"
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On obtient donc

o k o k

IPs = Psr| < D0 D" prslpzk—s — phpsl + D0 D lors = £l oo gs-

k=0s=0 k=0s=0

Mais d’apres le théoreme classique sur les produits de séries a termes positifs, on a

[00]
Z Ernslm s Phpsl = <Z P k) (Z |p2,k—p’z,k!>
k=0

k=0s=0

"

—

=1 =[Px, Py [
= HPXz - IP)XQH;

et de méme

—-s = IPx, _IP)X{H'

iilms

Donc |Ps — Py || < |[Px, — Px/[| + [Px, — Px, |/, comme attendu. O

Remarque. On peut écrire la méme preuve d’une facon un peu plus “conceptuelle”
(ou pédante...), comme suit. Si on identifie une mesure finie p sur N avec la suite
(u({k}))keN, on voit que M, (N) s’identifie & une partie de /1(N), et que ||u — v| =
|l — v|1 pour toutes p,v € My (N). De plus, £1(N) est muni d’un “produit” naturel :
si a,be (*(N), alors ¢ = a * b est la suite définie par ¢ := Z?:o asbs_i. En utilisant le
théoreme classique sur les produits de séries absolument convergentes, on montre sans
difficulté que pour toutes a,b € £*(N), on a

la bl < fafy]b]1-
Par ailleurs, les formules pour P(X; + X9 = k) et P(X] + X} = k) montrent que
Px,+x, = Px, * Px, et Pxrixy =Px; «Pxy.
Donc on obtient
IPs —Pg| = |Px, * Px, —Px; # Py,
< Pxy = (P, = Pxy) |1 + [(Pxy, = Pxy) # Py a
< Pxy 1 Pxy = Pxyln + [Pxy = Pxyfla [Pxyla

= |Px, —=Pxs[1 + [Px, — Px/]1.

FarT 2. Soit p € [0,1]. Si X et X’ sont deux va suivant respectivement la loi de
Bernoulli B(p) et la loi de Poisson P(p), alors |[Px — Px/| < 2p>.

Prewve du Fait 2. Comme P(X = k) =0 pour k> 2, on a

[Px —Px| = [P(X = 0) = P(X' = 0)] + |P(X = 1) = P(X' = 1)| + ) P(X' =

0 k:
[ =p) = e+l —pe |+ Y e

m
k2k

e — (1= p)|+p(1— ) + 1= (7 +pe?).
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Comme ¢ P > 1 — p, on obtient donc

[Px —Px/|=e?—-(1—-p)+p(l—eP)+1—-(1+ple?

=2p(l—e?)
< 2p2
([l
FAIT 3. Pour n € N*, soient X 4,... ,X;%Mn des va indépendantes, chaque X/,
suivant la loi de Poisson P(py,;), et soit S, := X, | + -+ X, Alors (S]) converge
en loi vers une va Z ~ P()\) ; autrement dit ]P’(S' = k) o, ’]\C, e~ pour tout k € N.

Preuve du Fait 3. Comme les X{l ; sont indépendantes, on sait que S! suit la loi

de Poisson P(\,), avec A\, := Zi:ﬂ’n,z Autrement dit P(S], = k) = k—” ~An pour tout
k € N; d’ou le résultat puisque A, — A. O

On peut maintenant démontrer le théoréme. Il s’agit de prouver que

S AF
P(S, = k) =% o pour tout k € N.
Pour n € N*, soient X7 4,.. '7le1,Mn comme dans le Fait 3, et soit S, := X |

-+ X, 5y, - Par le Fait 3, il suffit de montrer que P(S,, = k) —P(S], = k) 2%, 0 pour
tout k € N; et pour cela, il suffit évidemment de montrer que |Pg, —Pg | — 0.
Par les Faits 1 et 2, on a pour tout n e N :

My,
IPs, = Ps, | < ), IPx,.. —Px: |
=1

Mn
2
<2 P
i=1

De plus,

me max(Pp.1, .-, Pn,M,) me = enhn =20 par (i) et (ii).
i=1

Donc en effet |Pg, —Pg || — 0. O

4. Théoréme limite central

Pour “motiver” le résultat principal de cette section, commencons par démontrer
un fait treés simple montrant que si on “centre” et si on “normalise dans L?” une somme
de va gaussiennes indépendantes, on obtient une va suivant la loi normale A(0, 1).

REMARQUE 4.1. Soient X1,..., X, des va réelles, et posons S, := X7 +--- + X,,.
Si les X; sont indépendantes et sulvent des lois normales N'(m;, o ) alors la va

suit la loi N(0, 1) En particulier, si les X; sont indépendantes et suivent toutes une

méme loi N'(m,o?), alors Z, S’if"m suit la loi AV/(0,1).
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Démonstration. On sait que S, suit la loi N'(myg,03), avec mg 1= mq + -+ + my,

et oy = 0} + -+ 02 = 0%(S,). Donc (¢f un exo déja posé au Chapitre 3) Y, :=
2

Sp —E(S,) = S, — mg suit la loi N(0,02) et Z, = Z—g suit la loi MV(0, Z—%) = N(0,1).

Dans le cas particulier ol les X; suivent toutes la loi N'(m, o), on a E(S,) = nm et

0%(S,) = no?, donc Z,, = 75%727” O

Ce fait presque évident devrait on 'espere rendre “intuitif” le résultat trés général

suivant, qu’on appelle le Théoréme limite central. Comme son nom l’indique, il
s’agit d’un résultat “central” de la théorie des probabilités.

THEOREME 4.2. Soit X une va réelle appartenant ¢ L?, de moyenne E(X) =:m
et de variance 02(X) =: 0%. Soit également (X;) une suite va va indépendantes et de
meéme lot que X. Pour n = 1, on pose

S, —nm

n
Sy 1= Z X; et Dy o=
= no

Alors la suite (Zy,) converge en loi vers une va Z suivant la loi normale N'(0,1). Par
conséquent, pour tout intervalle I < R,

S, —nm noow 1 j 2
P ———€] ) —> — | e 2dx.
( Vno ) V2 Jr

REMARQUE 1. La deuxieme partie du théoreme découle de la premiere car la loi
normale est a densité (cf le Corollaire 4.12 du Chapitre 7).

REMARQUE 2. 1l faut voir Z,, comme la version “centrée et normalisée dans L?”
n

de S,. En effet, on a Z,, = ﬁ > (X; — E(X;)), donc
i=1

1 n
E(Z,) =0 et 0%(Zy)=—5 > 0%(X;) =1
no i=1

. S , N o s
REMARQUE 3. Par la loi des grands nombres, ‘%” 2% m. Le Théoreme limite central
Aelal . Sn _ 1 Sp—nm «Sp—nm
donne une sorte de précision : comme 2% —m = Tn et comme Sen aune

limite” d’apres le théoreme, on voit que moralement, S;L—” —m “tend vers 0 comme ﬁ”-

X;—m
o

X—m
g

Preuve du Théoréme /.2. Quitte & remplacer X par et X; par

ramene au cas ou

, on se

E(X)=0 et o*X)=1.
On doit alors montrer que
£z

i

Sn.
/n

ou Z suit la loi N(0,1). On va le faire en supposant de plus que
Xel’

Une autre preuve, qui fonctionne dans le cas “général” ou on suppose seulement que
la va X appartient & L?, sera donnée au Chapitre 9.
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D’apres la Proposition 4.17 du Chapitre 7, il suffit de montrer que
E (X 1+ + X
Ay

Soit (Z;) une suite de va indépendantes, indépendantes des X;, et de loi A (0, 1).
Alors Z1tF2n gyt la loi N (0,1) par la Remarque 4.1. II suffit donc de montrer que

>] N E[QD(Z)] pour toute ¢ € Ci3(R).

7n
X4+ X, Zit ot Zay] o
SHCEE R
ou encore, en posant
X; Z
Y; = 22 t y/ .= =L
N T
que
(4.1) E(p(Yi + -+ %)) —E(p(] + -+ 1)) = 0.

On aura pour cela besoin du Fait suivant.

FAIT. Soient V, Y et Y’ des va réelles indépendantes, appartenant a L3, telles que
E(Y) =E(Y) et E(Y?) = E(Y"?). Soit également ¢ € C3y(R). Alors

(3)
E(p(V +Y)) —E(o(V+Y")| < ”*06”"0 (E(Y]) +E(Y']).

Preuve du Fait. D’apres 'inégalité de Taylor-Lagrange, on peut écrire pour tout
weN:

(V@) + Y (@) = (V) + ¢ (V)Y () + )

S Y (@) + R@)Y (@),

ot |R(w)| < %. Comme V et Y sont indépendantes, on en déduit
E(p(V +Y)) = E(o(V)) + E(/(V)Y) + LE(&"(V)Y?) + E(RY?)
=E(p(V)) + E(¢'(V))E(Y) + %E(@”(V))E(YZ) +E(RY?).
De méme,

E(p(V +Y") =E(e(V)) + E('(V))EQY) + %E(w"(V))E(Y’Q) +E(R'Y"),

NS - / le® oo
ot R’ est une va vérifiant |R'| < =

Comme E(Y) = E(Y’) et E(Y?) = E(Y"?), on obtient donc
E(p(V+Y)) —E(p(V +Y')) = E(RY?) —E(RY"),

et par conséquent
E(o(V+Y)) —E(p(V +Y")| <E(|RY?|) + E(|R'Y"|)

”99(3) lloo

<
6

(EYP) +E(Y').
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Revenons maintenant a la preuve du Théoreme limite central. Pour démontrer
(4.1), I'idée est d’écrire
V144 V) — (Y 4+ Y =
oY1+ +Y) -1+ +Y,1+Y))
+o(Yi+- 4+ Y+ YY) —p(Yi 4+ 4+ Y, 0+ Y, [ +Y,))
+ ...
+oe(M+ Yy + -+ V) — (Y + -+ Y));
autrement dit
n
PYi+ o+ Ya) = (] + -+ X)) = 3 (0(U3) = p(Ui))
i=1
ouon a posé Uy :=Y/ +--- 4+ Y] et
U:=Y1+ - +Y+Y/  +-4Y) pourl<i<n.

On a ainsi
(12) B(p00 4o+ Y) ~E(p - +¥)) = 3 (E(e0) ~ E(e(i 1) ).
i=1

De plus,
U=Vi+Y; et U1=Vi+Y],
avec Vi =Y+ -+ Y, +Y/  +---+ Y.
Comme E(Y;) = 0 = E(Y/) et E(Y?) = L = E((Y/)?) et comme les va V;, Y; et Y/
sont indépendantes, on en déduit, d’apres le Fait, qu’on a

3)
E(o(U) - E(e(Ui)| < 2= (v + EQv/)

_ 1%e )+ B 21)
6n3/2
C
n3/2’
ou C' est une constante indépendante de i et de n.
Par (4.2), on obtient donc

C C

!/ /

’E(SO(Yl‘F""f‘Yn)) _E<90(Y1 +'”+Yn)>’ snX 32 %7

ce qui termine la démonstration. ]
COROLLAIRE 4.3. Awvec les notations du Théoréeme 4.2, la suite S"‘# converge

en loi vers une va suivant la loi N'(0,0?).

Démonstration. On a = 0Z,, donc S"\;gm YA (exo déja posé) ; et 0Z ~

N(0,0?) car Z ~ N(0,1). O

Sp—nm

ILLUSTRATION. On va utiliser le Théoreme limite central pour démontrer la For-

mule de Stirling :

n

nl ~n"e”"\2mn quand n — o0.

On commence par démontrer le fait suivant
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FAIT. Soit (Z,)n>1 une suite de v.a. rélles convergeant en loi vers une va Z. On
suppose que les Z, sont dans L?, et qu’il existe une constante C telle que Vn > 1
E(Z2%) < C. Alors E(Z,7) — E(Z*) quand n — o0.

Preuve du Fait. Par la formule d’intégration par parties, on a

0 0
mzn:J'Pw;>@ﬁ:f B(Z, > 1) dt,
0 0

et de méme
0
Mzﬂ—f B(Z > t) dt.
0
Cela étant, on a P(Z, > t) =1— Fy, (t) > 1 — Fz(t) = P(Z > t) en tout point de
continuité de Fz, donc presque partout. De plus par I'inégalité de Markov, on a
E(Z2) _C

VnVt>1: P(Z,>1t) < 2 S

et aussi
VnVte[0,1] : P(Z,>1) <1

Par convergence dominée, on en déduit que §;’ P(Z, > t)dt — §’P(Z > t)dt; d’'oli le
résultat. O

Maintenant, soit (X;);>1 une suite de variables indépendantes suivant toutes la loi de
Poisson de parametre A := 1. Pour n > 1, posons comme d’habitude S, := X7 +--- +
X, et

Comme espérance et la variance d’une v.a. suivant la loi P(1) sont égales a 1, le
Théoreme limite central nous dit que

Zn 5 7 ~ N(0,1).
De plus, on a E(Z2) = 1 pour tout n > 1. Par le Fait, on en déduit que
E(ZT) - E(Z1) quand n — 0.
Calculons alors E(Z;7) et E(Z1). On sait que S, suit la loi de Poisson P(n); et on a

ZF = p(Sn), ot ¢ : N > R est la fonction définie par ¢(k) := % Donc

e & nk
- N (k=n)—
:erL(i nk _inkH)
n kzn(k—l)! = k!
e ™ n"




5. VERSION PRECISEE 103

Quant a E(ZT), le calcul se fait tout seul :

1 22
E(ZT) = Wors JR rte T dr

_a?
2 dx

1 o6}
= — re
\/27TJ0

M

1 e 1
) [‘me ] " Ver
Ainsi, on peut dire que
e n 1
Vi =1l Var
Autrement dit : (n — 1)! ~ /27 x "%n ; d’otl la Formule de Stirling en multipliant
tout par n.

n

quand n — 0.

5. Version précisée

La preuve du Théoreme limite central donnée plus haut fournit une information
supplémentaire : si on suppose que X € L? et si on pose comme dans I’énoncé du
théoreme
S, —nm

Vo
alors, pour toute fonction ¢ € Cgj(R), il existe une constante C' dépendant uniquement
de [|¢®] et de E(|&%m|3) telle que

Iy o=

C
vnzlzm@@mywmmmﬂg;ﬁ
La “conjecture” suivante parait donc plausible : toujours en supposant X € L3, il
existe une constante C'(X) telle que, pour tout n > 1 et pour tout intervalle I € R, on
ait
C(X)
vn

C’est effectivement le cas : ce résultat s’appelle le Théoréme de Berry-Esseen.

P(Zpel)—P(Zel)| <

THEOREME 5.1. Soient X et Z,, comme dans ’énoncé du Théoréme limite cen-
tral, et supposons de plus que X € L3. Soit également Z ~ N(0,1). Alors, pour tout
intervalle I € R et pour tout n € N*, on a

P(Znel)—P(Zel)| <
avec
_E(IX -mP)
N 203

REMARQUE 1. Ce résultat montre en particulier que P(Z, € I) — P(Z € I) tend
vers 0 uniformément par rapport a l'intevalle I.

C(X):

REMARQUE 2. Dans la version “originale” du théoréeme (qui date de 1942), la
constante C(X) vaut cE(|X —m|*) /o3, avec ¢ := 7,59. Le fait qu'on puisse prendre
c < % est beaucoup plus récent (2010). On ne sait pas quel est le meilleur ¢ possible.
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La preuve du Théoreme de Berry-Esseen est un peu trop délicate pour étre donnée
ici. En revanche, rien n’empéche d’utiliser le résultat !

COROLLAIRE 5.2. Soit (X;)i=1 une suite de va indépendantes suivant une loi de
Bernoulli de paramétre p. Pour n € N*, posons S, := X1+ -+ X,. Soit également Z
une va suwant la loi normale N'(0,1). Pour tout 0 < e < 1 et pour tout n € N*, on a

Sn . o o Cp R p2+(1_p)2
p(]n p\<e>>P(Ze[ 2ev/i, 2ev/]) = B avee Cpim BIUEEE

Démonstration. Si X suit la loi B(p), alors X € L3 avec m = p, 02 = p(1 — p) et

E(|X—m|*) = p(1—p)*+(1-p)p® = p(1-p) (p*+(1-p)*) = 0*(p*+(1-p)*). D’apres le
Théoreme de Berry-Esseen, on a donc pour tout n € N* et pour tout intervalle I € R :

(5.1) ‘p (Sf:p I) P(Z € I)‘ < W = 5%;

et donc g o
—np
Pl —S¢cl|=>P(Zel) - L.
(Bter)=rzen-2
Comme
(oA <e) (e 22 5)
n yno o’ o
—
=:1,
on en déduit
P(ﬁz_p‘ <5> >p<Ze [, SWD _ G
n o’ o \/n
De plus, comme 0 < p < 1, on a p(1 —p) < i (ex0), et donc o = 4/p(1 — p) < % Par
conséquent
P <Z e [—E—”, a/ﬁD > P(Z e [-2ev/n, 2ev/m));
o o
d’ou le résultat. OJ

COROLLAIRE 5.3. Awec les notations précédentes, on a

P(‘%—p‘é»s):l—O(\/lﬁ) quand n — 0.

Démonstration. 11 suffit de montrer que P(Z € [—2e4/n,2e4/n]) =1 — O(ﬁ); ce
qui n’est pas difficile : on a

P(Z € [-2ev/n,2ey/n]) = 1 — 2P(Z > 2ev/n)

SR

22
d’ott le résultat car SZO e” zdr = O(1/A) quand A — oo (exo; utiliser par exemple le
fait que e~*"/2 < e si x est assez grand). 0
Pour illustrer le Corollaire 5.2, on va détailler une “application numérique”.

EXEMPLE. Soit (X;);>1 une suite de va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de parametre p, et pour n € N* posons S, := X1+ -+ X,,. Soit également 0 < ¢ < 1.
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(i) Supposons qu’on ait 1 < p < 3 . Alors, si n > max(( ) 2315), on a

1
|S — p| € avec une probablhte au moins égale a 95%.

(ii) Supposons qu’on ait 0,4 < p < 0,6. Alors |S” — p| € avec une probabilité
au moins égale & 95% des que n > max((1 03) 2817)

<p <3 alos o = p(l—p)>\/ﬂ:7

exo). Donc

Démonstration. (i) Si

) Si g
P+1-p?<F+4=3(

‘+(1-p°®_ 5
oo S 43

et le Corollaire 5.2 donne

5
AN3n

P <‘ —p’ < 5) >P(Z € [—2ey/n, 2e4/n]) —

Pour avoir P (

S# fp’ < e) > 0,95, il suffit donc que

5
P(Z € [-2ev/n, 2¢ >0,965 et —— <0,015.
(Z € [-2ev/n, 2e4/n]) o

En consultant une table de la loi normale (trouvée par exemple sur internet, c¢f plus

bas), on constate que la lére condition est réalisée si 2e4/n > 2,11, autrement dit

N 1,095 055 - Comme la 2éme condition est équivalente a 4/3n > 520 et comme 3 (520)

2314,8, on en déduit le résultat annoncé : P ( on —p' < ) > 0,95 des que n >
max( (1222 2315).

(i) Si 0,4 < p < 0,6, alors o = /p(1 — p) = 4/0,4(1 — 0,4) = ? et p?+(1—-p)? <
(0,4) 4 (0,6)% = 0,52. Donc le Corollaire .2 donne cette fois

1,3
Von

P (’SJ —p‘ < s) >P(Z e [-2ev/n, 2ev/n]) —

Pour avoir P (

p’ ) > 0,95, il suffit donc que

1,3
Vo6n

P(Z € [-2ey/n,2e4/n]) 20,96 et <0,01.

D’apres la table de la loi normale, la lére condition est réalisée si 2e/n > 2,06, i.e.

n = (1’53) et comme (0103 ) ~ 2816, 7 la 2eme l'est si n > 2817. U
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STANDARD NORMAL TABLE (2)

Entries in the table give the area under the curve
between the mean and z standard deviations above
the mean. For example, for z = 1.25 the area under
the curve between the mean (0) and z is 0.3944.

A o0o00] o0.01] o002] 003] o0.04] 005] o006] 0.07] 0.08] 0.09
0.0 | 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0190 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359
0.1 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
0.2 | 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141
0.3 | 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 | 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879

0.5| 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224
0.6 | 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549
0.7 | 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 | 0.2881 0.2910 0.2939 0.2969 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
0.9 | 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389
1.0 | 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3513 0.3554 0.3577 0.3529 0.3621
1.1 | 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830
1.2 | 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015
1.3 | 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
1.4 | 0.4192 0.4207 0.4222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319
1.5 | 0.4332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441
1.6 | 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
1.7 | 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633
1.8 | 0.4641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706
1.9 | 04713 0.4719 0.4726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767
2.0 | 0.4772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817
2.1 | 0.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
2.2 | 0.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
2.3 | 0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916

2.4 | 0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936
2.5 | 0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952
2.6 | 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
2.7 | 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974
2.8 | 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
2.9 | 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986
3.0 | 0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990
3.1 | 0.4990 0.4991 0.4991 0.4991 0.4992 0.4992 0.4992 0.4992 0.4993 0.4993
3.2 | 0.4993 0.4993 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4994 0.4995 0.4995 0.4995
3.3 | 0.4995 0.4995 0.4995 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4996 0.4997
3.4 | 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4997 0.4998

SUITE DE L’EXEMPLE. Supposons que 0,4 < p < 0,6.
Si on prend ¢ := 0,01, alors (1223)? = 10609 > 2817; et si on prend & := 0,015,
alors (123)% ~ 4715,1 > 2817. Donc

s
P ’—”—p‘go,m >05%  sin > 10609,
n

Sn .
P ’;—p‘<0,015 > 95%  sin > 4716

Cela peut s’interpréter comme suit : si on réalise un sondage aupres de n personnes
pour estimer le pourcentage P de voix qu’obtiendra un candidat a une élection, et si on
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estime a priori que P est compris entre 40% et 60% (c’est la condition 0,4 < p < 0,6),
ce qui est raisonnable par exemple pour un 2eme tour d’élection présidentielle qu’on
estime a priori assez serré, alors le sondage donnera un pourcentage “correct a 1% pres
avec un taux de fiabilité d’au moins 95%” si n > 10609, et un pourcentage “correct a
1,5% pres avec un taux de fiabilité d’au moins 95%” si n > 4716.

Prenons maintenant n := 1600 (ce qui est sans doute une taille d’échantillon plus
“réaliste”), et € := 0,01. Alors

g (‘i -] < 0,01> > P(Z € [-0,02v/n, 0,02v/n]) -
0,0325

V="
>P(Ze[-0,8,0,8]) —0,0133-
>

1,3
Vb6n

=P(Z€[-0,8,0,8]

D’apres la table de la loi normale, P(Z € [—1,2, 1,2]) > 0,5762; donc

s
ig <‘” —p‘ < 0,01> > 0, 5629.
n

Ainsi, Paffirmation “le sondage donne un pourcentage P correct & 1%” pres est fiable
& au moins 56,2% ; ce qui n’est franchement pas satisfaisant.
Si on avait pris n := 400, on aurait obtenu
S, 0,065
P (‘" —p’ < 0,015) >P(Ze[-0,4,0,4]) — =
n V6

donc un taux de fiabilité au moins égal a 28,4%, ce qui est cette fois totalement ridicule.

> 0,3108 — 0,0266 = 0, 2842,

Evidemment, on peut se dire qu’il doit y avoir moyen de minorer plus intelligem-
ment P <‘— — p‘ 0, 01). Mais on ne pourra quand méme pas faire de miracles, car

I'inégalité (5.1) donne quoi qu'’il arrive

2 )2
P(‘S”—p’ss><P<Ze[—€ n,gﬁDer 1-p°
n o o 2y/no
En prenant toujours 0,4 < p < 0,6, on a p? + (1 —p)? < 0,52 et 0 = /p(1 —p) =
%- Done, pour € := 0,01,

1
IP’<‘Sn—p‘ <0,01> <P<Ze [—%\/ﬁ, W\/HD L
n

V6 V6 6n
1,3
<P (Z € [-0,0205y/n, 0,0205/n]) + ’6n-

Pour n := 400, cela donne
Sn
P <‘n —p‘ < 0,01) <P(Ze[-0,41, 0,41]) + 0,027

< 0,319+ 0,027 = 0, 346 d’apres la table de la loi N'(0,1).

Dongc, l'affirmation “le sondage donne un pourcentage P correct a 1% pres” n’est pas
fiable a plus de 34, 6%. Moralité : il ne faut absolument pas se fier & un sondage effectué
aupres de 400 personnes, si on veut que la précision soit de 1%.
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Pour n := 1600, on obtiendrait
S
P (’n —p‘ <0, 01> < ]P’(Z e [-0,82, 0, 82]) +0,0135 < 0,5879 + 0,0135 = 0,6014,
n

donc une fiabilité inférieure a 60,2% ; ce qui n’est toujours pas satisfaisant !



Chapitre 9

Fonctions caractéristiques

1. Transformée de Fourier d’une fonction intégrable

DEFINITION 1.1. Si f : R — C est une fonction intégrable, sa transformée de
Fourier est la fonction f: R — C définie par

~

f(z):= f f(t)e "t dt pour tout x € R.
R
Remarque 1. Cette définition a bien un sens : comme | f(t) e =] = | f(¢)|, la fonction
t — f(t) e~ est intégrable sur R, et donc f(z) est bien défini pour tout = € R.

Remarque 2. On peut aussi écrire F f au lieu de f En accord avec cette notation,
on pose
FL'(R) = {f; fe L'(R)}.

Remarque 3. Si f € L'(R), alors fest une fonction continue bornée, avec

[ Flloo < 1 £]1-
Démonstration. La continuité de f est une conséquence du théoreme de continuité
pour les intégrales & parametres, applicable car la fonction F(t,z) := f(t)e ™! est
continue par rapport a x, intégrable par rapport a ¢, et |F(¢t,z)| = |f(t)| est une

fonction intégrable sur R indépendante de z. Enfin,
F@l < [ 1w = de = | 170)1de =17l pour tout z ¢ B,
R R

donc f est bornée et | flloo < [ f]1. O

EXEMPLE. Soit g : R — R la fonction définie par

_£

g(t) ==e 2.

Alors on a pour tout x € R :
£2

Glz) =V2re 7.

Démonstration. Une maniere de faire consiste a introduire la fonction ¢ : C — C
définie par

t2 .
(z) = f e~ ze AL,
R

2 ) 2
La fonction ¢ est bien définie, car si z € C est fixé, on a |e_t767m] <e Tl ltl
fonction de t intégrable sur R. De plus, si K est un compact de C, on a une constante
2 ) 2
Ck telle que |z| < Ck pour tout z € K, et donc \e_%e*”ﬂ < ezl = gk (t)
pour z € K et t € R. La fonction gx étant intégrable sur R, on en déduit que ¢ est
holomorphe sur C, par le théoreme d’holomorphie pour les intégrales a parametres.

109
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Siy e R, alors
2
o(iy) = J e~ T eVt
R

—1(12-2ty) gy

|
Esl ?
o

o3 (=) g

I
I

—e7 J em2 (=% gy
R

Y u2 92
=ez | e rdu=+2mez.
R
Autrement dit : ,
Vz=iyeiR : ¢(z) =+2me 7.
Comme ¢(z) et 1(z) := v/2me /2 sont holomorphes sur C, on en déduit qu'on
a en fait ¢(z) = 2me—*/2 pour tout z € C, d’apres le principe des zéros isolés. En

particulier, §(z) = ¢(z) = v2re ""/2 pour tout x € R. O

On admet provisoirement le résultat fondamental suivant, qu’on appelle la formule
d’inversion de Fourier. La preuve de ce résultat n’ayant absolument rien a voir avec
les probabilités, on la fera seulement & la fin du chapitre (voir le Théoréme 4.2).

THEOREME 1.2. Soit f € LY(R). Si f est continue et si la fonction ]? est intégrable
sur R, alors on a pour tout t € R :

1) = 5= | Fareaa.

On va en déduire le résultat d’apparence anodine suivant, qui est en fait la seule
chose dont on aura réellement besoin concernant la transformation de Fourier.

PROPOSITION 1.3. Toute fonction ¢ : R — C de classe C* & support compact est
une transformée de Fourier. Autrement dit :

CH(R) < FL'(R).
Démonstration. Soit ¢ € CE(R), et soit A < oo telle que ¢ = 0 en dehors de
[~ A, A]. Par continuité de ¢ et de ses dérivées, on a alors p*)(A) = 0 = o) (—A)
pour tout k € N.
Si x # 0, une intégration par parties donne

A
B(z) = f o(t)e it

—A

—1 —ixt 4 1A / —ixt
=|—e™@ t] — tye @t
| e o)+ — e

1 —~
— A

Zmw(:r)-

En intégrant par parties une 2éme fois, on obtient de méme

Bla) = 5 P(x).
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Comme la fonction ;7’ est bornée sur R, on en déduit que |$(x)| = O(1/x?) quand
x — +00; et comme @ est continue, donc localement intégrable, cela montre que @ est
intégrable sur R.

Par la formule d’inversion de Fourier, on en déduit que pour tout £ € R, on a

1 .
plt) = 5 IR{95(90)6“”56190

1 (.
o(—x)e

- —itz
2w R

Autrement dit :

e=F avee  f(z)i= — p(—a).

2. Transformée de Fourier d’une mesure

NOTATION. On note M(R) I’ensemble des mesures boréliennes finies sur R.

DEFINITION 2.1. Si u € M(R), la transformée de Fourier de ju est la fonction
i : R — C définie par

a(t) = f e " du(x) pour tout x € R.
R

REMARQUE. La définition a un sens, et [ est toujours une fonctions continue

bornée, avec |ji]|o = w(R) = 1(0).
Démonstration. La définition a un sens car la fonction = — e™"* est bornée et u
est une mesure finie. La continuité de 1 est laissée en exercice. Enfin, on a (0) =

§p €% dp(z) = p(R), et

()| < J}R le™ | du(z) = J;R 1du(z) = p(R) pour tout t € R.

EXEMPLE. Soit g € L*(R), avec g = 0. Si on note p, la mesure définie par p145(A) :=
§ 4 9(t) dt pour tout borélien A < R, alors iy = g.

Démonstration. Tout repose sur le fait suivant (déja essentiellement démontré au
Chapitre 2 quand on a parlé de lois & densité) : si ¢ : R — C est une fonction borélienne
ou bien positive, ou bien intégrable par rapport a pg, alors

| sy = | o196 s

Pour le montrer, on commence par le cas ou ¢ et étagée, puis on utilise le théoreme de
convergence monotone si ¢ = 0, et on conclut par linéarité.
En prenant ¢;(x) := e "** pour t € R fixé, on obtient immédiatement le résultat :

(t) - fR frdiig = ngm)@(w) dz = §(t).
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LEMME 2.2. Si u € M(R) et f € LYR) alors la fonction fii est intégrable sur R,
la fonction f est intégrable par rapport a w, et on a la formule d’échange

| swaeya = [ Fe)duta).
R R

Démonstration. La fonction ffi est intégrable sur R car f € L'(R) et i est bornée;

et ]? est est intégrable par rapport a p car elle est bornée et p est une mesure finie.
Ensuite, on applique Fubini :

o= | ([t [ (o) | o

La justification du calcul formel est laissée en exercice. O

Pour ce qui est des probabilités, I'intérét principal de la transformation de Fourier
des mesures tient au résultat suivant, qui est (un cas particulier d’)un autre “théoréme
de Paul Lévy”.

THEOREME 2.3. Soit (u,) une suite dans M(R), et soit u € M(R). Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(a) (upn) converge étroitement vers i ;
(b) fin(t) — f(t) pour tout t € R.
Démonstration. Pour t € R fixé, la fonction ¢¢ définie par ¢;(z) := e "* est conti-
nue bornée sur R. Donc, si p, — u, alors fi,(t) = SR O dpiy, — SR ¢rdp = [i(t). Ainsi,
(a) entraine (b).
Inversement, supposons (b) vérifiée. Alors p,(R) = f1,,(0) — 2(0) = pu(R). De plus,
par la formule d’échange, si f € L!(R) alors

JRfdﬂn:JRf(t)Mn dtmj 0 dt=ijdu.

Le passage a la limite est justifié par le théoreme de convergence dominée, puisque
If (&) n ()] < pn(R) [f(t)] < C'|f(t)] pour une certaine constante C' (la suite conver-
gente (i, (R)) est bornée) et f € L'(R).

Ainsi, on voit que SR dit, — SR @ du pour toute fonction ¢ = fe FLY(R), donc
en particulier pour toute fonction ¢ € Cij(R) d’apres la Proposition 1.3. Donc p, — 4
par la Proposition 4.8 du Chapitre 7, puisqu’on a déja observé que p,(R) — p(R). O

COROLLAIRE 2.4. La transformée de Fourier caractérise la mesure : si i, ' € M(R)
vérifient i = 1, alors p = p'.

Démonstration. On applique le théoréeme avec p,, := p pour tout n. Alors d’une
part pu, — p (1); et d’autre part p, — p' par le théoreme puisque f1, = i = @/ pour
tout n. Donc p = p/ par “unicité de la limite” pour la convergence étroite. O

REMARQUE. Comme indiqué plus haut, le Théoreéme 2.3 est un cas particulier du
“Théoreme de Paul Lévy”, lequel peut s’énoncer comme suit : une suite (u,) < M(R)
converge étroitement si et seulement si la suite (i) converge simplement vers une
fonction ¢ : R — C continue en 0, et dans ce cas o = [i ot p est la mesure limite. La
preuve de ce résultat demande plus de travail que celle du Théoreme 2.3, et nécessite
en particulier de connaitre un peu d’analyse fonctionnelle.
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3. Fonctions caractéristiques et applications
3.1. Définition et exemples.

DEFINITION 3.1. Soit X une va réelle. La fonction caractéristique de X est la
fonction px : R — C définie par

ox(t) := Px(—t) = JR e dPx ().

Autrement dit : ‘
ox(t)=E (eZtX) .
REMARQUE ESSENTIELLE. La fonction caractéristique détermine la loi : si X et X’
sont deux va telles que px = @xr, alors Px = Px.

Démonstration. C’est évident puisque “la transformée de Fourier caractérise la
mesure”. O

EXEMPLE 1. Si X suit une loi normale N (m,c?), alors

. 2
imt _—o2

ex(t) =€e"™e 7 7.

, o i _(z=m)?
Démonstration. Par définition, Px = —2 —e 207 dx ; donc

1 Gy @mm)?
ex(t) = f e 202 dx
R

B 2ro

1 12
_ je 252 zt(u+m)du

B 27r0

_ thf€22€

_ 22
_ zmt J > wtv dv =

X 7
e
V 27‘

_(ot)?
mt o N 2meT 2

EXEMPLE 2. Si X suit une loi de Poisson de parametre A > 0, alors
SDX(t) _ e/\(e“fl)‘

Démonstration. Comme X est une va a valeurs dans N, on a

px(t) = E(e™) = Y P(X = k) 't*

EXEMPLE 3. Si X suit une loi de Bernoulli de parametre p, alors

ox(t) = pet +1—p
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Démonstration. Exo. O
EXEMPLE 4. Si X suit une loi binémiale B(n,p), alors
ox(t) = (peit +1 —p)n.

Démonstration. On a

px(t) = B(eX) = 3 ()1 —py bt

n
-2 ( S
k=0
= (pe' +1 — ) par la formule du binéme.
O
ExXEMPLE 5. Si X suit une loi de Cauchy de parametre a > 0, i.e. Px = %aﬁi‘xxz,

alors

ox(t) = el

Démonstration. Par définition,

a eitx
t)y=—| ——dx.
ex(t) T fR a? + z2

Une fagon de faire est d’appliquer le Théoreme des résidus a la fonction f définie par

f(2) = 5= +22 - Visiblement, f est holomorphe sur C\{tia} et possede un pole simple
en tia, avec

ita

2

Res(f,a) = pour o = Fia.
Sit >0, alors €* est borné dans le demi-plan {Im(z) > 0}, et une application “facile”
du Théoreme des résidus donne

—ta

et e
J ——— dx = 2im x Res(f,ia) = 2im x ST

—at
r a2 + a2 ia

s
— €
a

On obtient donc

at

ex(t) =e pour t = 0.

Sit < 0on trouve px(t) = ' = e~ par le méme argument ; ou bien on peut observer

que @y est une fonction paire (micro-exo), et donc gy (t) = px(—t) = el-0*(=t) —
e—a|t|_ [l

Autre démonstration. On va utiliser la formule d’inversion de Fourier plutét que le
Théoreme des résidus. Soit f: R — R la fonction définie par

f(t) = e—oltl,
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La fonction f est clairement intégrable sur R, et sa transformée de Fourier n’est
pas difficile a calculer :

f(:r) = fe_a” et
R

O . w .
_ f e(a—zx)t dt + f e(—a—zz)t dt
—®

0
1 1
= — + ;
a—1x a + 1T
B 2a
a2+ a2

Donc f est intégrable sur R ; et comme f est de plus continue, on a par la formule
d’inversion :

1 “ .
f(t) = J f(z) e dx pour tout ¢ € R,
2 R
autrement dit f(t) = £ {, afirixz dx = px(t). O
EXERCICE. Soit X une va réelle, et soient a,b € R. Montrer que pour tout t € R,
on a

pax+b(t) = epx(at).
3.2. Fonctions caractéristiques et sommes.

PROPOSITION 3.2. Si X et Y sont deur va réelles indépendantes, alors oxiy =
X Py -

Démonstration. C’est évident :

oxay(t) = E(e’it(X+Y)) _ E(eitXeitY) _ E(eitX)E(eitY) = ox(Hey(b),

oll on a utilisé le fait que les va e?*X et €Y sont indépendantes. O

EXEMPLE 1. Si X et Y sont deux va réelles indépendantes suivant des lois normales
N(mx,o%) et N(my,o%), alors X + Y suit la loi N'(m,c?), avec m := mx + my et
2._ 2 2
0% i=0%x +0y.
Démonstration. On a
st —o2 2 it —o2 B it —o2t
ex+y () = ox )y (t) = e™Xe X2 ™ eV 2 = e™e7 7,
qui est la fonction caractéristique d’une loi A'(m, o?); d’oti le résultat puisque la fonc-
tion caractéristique détermine la loi. O

Remarque. Cette preuve est quand méme nettement plus limpide que celle donnée
au Chapitre 5!

EXEMPLE 2. Si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de Poisson P(\)
et P(u), alors X + Y suit la loi P(A + p).

Démonstration. On a

px 1y () = px (B)py (1) = MDD = Q=1

qui est la fonction caractéristique d’une loi P(\ + ). O
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ExeEMPLE 3. Si Xq,..., X, sont des va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
de parametre p, alors X + - -+ + X, suit la loi binomiale B(n, p).

Démonstration. Cette fois, en posant S := X; +---+ X,,, on a
n
3 n
ps(t) = H ox,(t) = (pe" +1—-p)",
k=1

qui est la fonction caractéristique d’une loi B(n,p). O

EXEMPLE 4. Si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de Cauchy de
parametres a et b, alors X + Y suit la loi de Cauchy de parametre a + b.

Démonstration. Exo. O

3.3. Régularité.
ProPOSITION 3.3. Soit X une va réelle.

(1) wx est une fonction continue bornée, avec ||px|o =1 = ¢x(0).

(2) Si X admet un moment d’ordre N = 1, alors ¢x est de classe CV, avec
gog];)(t)zikE(XkeitX) pour k =1,...,N.
En particulier,
p(0) = i*E(X").

Démonstration. La partie (1) a déja été vue (on a montré que pour toute mesure
e My (R), la fonction i est continue bornée avec ||fi] = u(R) = fi(0)) ; et pour (2),
on utilise le théoreme de dérivation des intégrales a parametres (exo). O

Remarque. En général, une fonction caractéristique n’a pas de raisons d’étre “mieux
que continue”. Par exemple, si X suit une loi de Cauchy de parametre a > 0, alors
@x (t) = e~ n’est pas dérivable en 0.

COROLLAIRE 3.4. Si X est une va réelle bornée, alors ¢x est développable en série
entiére sur R.

Démonstration. Comme X est bornée, elle admet des moments de tous ordres;
donc px est de classe C* sur R.
Par la formule de Taylor, il suffit de montrer que pour tout ¢t € R,

1 1—35)"
Rn(t) := J (nls)go("ﬂ)(st) t""ds tend vers 0 quand n — oo.
0 .

Si on pose C := | X |, alors on a pour tout k € N et pour tout u e R :
k .
0% ()] = [E(x*e"X)| < E(IX|F) < C*.
Donc

L) (Clt !
< A\ 2] i+l n+1 _ Ay
Ru0] < | S ot rtas - S

ce qui donne le résultat souhaité. ]
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Autre preuve. On utilise directement le développement en série entiere de ’expo-
nentielle :

Pour justifier ce calcul formel, il suffit de vérifier qu’on a

D0 . k
itX| .
E <Z i < 00;
k=0

ce qui n’est pas difficile en utilisant le fait que X € L® :

o0 . o0
it X |* (111X o0)® 11X o0 ) JJt1X oo
E@O X cp (3 WX ) g (e _ gt < oo

k=0

ILLUSTRATION. Théoréme des moments (¢f Chapitre 6).

Soient X et Y deux va réelles bornées telles que E(X*) = E(Y*) pour tout k € N. Alors
px et gy sont développables en série entiere sur R, et gpg];) (0) = i*E(XF) = iFE(YF) =

gogf)(O) pour tout k € N. Ainsi px = ¢y, et donc X et Y ont la méme loi!

PROPOSITION 3.5. Soit X une va réelle, et soit k € N*. Si px est 2k fois dérivable
en 0, alors X admet un moment d’ordre 2k.

Démonstration. On va la faire seulement pour &k = 1. On suppose donc que @x est
deux fois dérivable en 0, et il s’agit de montrer que X € L?.
Par hypothese, ¢ x admet un développement limité d’ordre 2 en O :

ox(t) = a+ bt + ct? + o(t?), avec a = ¢x(0) = 1.
On en déduit que

ox(t) +px(—t) —2
2t2

—c quand t — 0.

Par ailleurs, on a

@X(t) + SOX(_t> B IE(eiti + e—itX

5 5 ) = E(cos(tX)).

Donc

ex(t) +ex(=t) — 2 (COS(tX) - 1>
=E ,
2t2 12
et par conséquent

E(l —cos(tX)) =0
$+2



118 9. FONCTIONS CARACTERISTIQUES

Soit alors (t,) une suite de réels strictement positifs tendant vers 0, et posons
1 —cos(tpX)

Y, :

Les (Y;,) sont des va positives, et en utilisant le développement limité de cos(u) en 0,
on voit que
1

Yn35—>§X2 quand n — o0.

D’apres le lemme de Fatou, on en déduit qu’on a
1

E(§X2> <UHmE(Y,) = —c < o

et donc X € L?. O

COROLLAIRE 3.6. Si px est infiniment dérivable en 0, alors X admet des moments
de tous ordres.

3.4. Fonctions caractéristiques et convergence en loi.

THEOREME 3.7. Soit (Z,,) une suite de va réelles, et soit Z une va réelle. Alors
(Zy) converge en loi vers Z si et seulement si pz, (t) — @z(t) pour tout t € R.

Démonstration. C’est la traduction du Théoreme 2.3 vu au Chapitre 7. O

ILLUSTRATION 1. Preuve du Théoreme limite central avec “hypothese minimale”.

Soit X une va réelles appartenant a L?, de moyenne m et de variance 2. Soit (X})
une suite de va indépendantes et de méme loi que X, et soit

Sn—nm_X1+'--+Xn—nm

\/no \/no

On veut montrer que Z, £z ,ou Z ~N(0,1); et pour cela il suffit de prouver que

Ly 1=

2
0z, (t) = 0z(t) = e T pour tout t € R.

Il n’y a rien & démontrer si ¢ = 0 puisque ¢z, (0) = 1 = pz(0) pour tout n; donc on
supposera dans la suite que ¢ # 0.

Quitte & remplacer X par X' := X;m et Xy par X := X’“;m, on peut supposer que

E(X)=0 e EX?)=1;

de sorte que

g _ S _Xito+ Xy
"yn NG

Comme les X}, sont indépendantes, on a

it X = £ X
0z, () =E([]e" V| = [[E(e'V");
k=1 k=1

et comme les X} ont la méme loi que X, on en déduit

0z, (t) = px (\;ﬁ)n
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De plus, ¢x est de classe C? sur R car X € L?, avec px(0) =1, ¢’x(0) = E(X) =0 et

% (0) = E(2X?) = —1. Donc ¢x admet le développement limité suivant au voisinage
de 0 :
u? 9
ox(u) =1-— 1 + o(u®).
On en déduit que pour tout ¢ € R, on peut écrire

t t2 .
¢X<%>:1—%+§n, ol Jal = o(1).

Donc ‘@X(ﬁ) — 1‘ < 1 pour n assez grand, et on peut écrire

2 n 2
vz, (t) = (1 - 2Ln +§n> = exp (nlog(l — QLn +§n)> ,

ou log est la détermination principale du logarithme, qui est bien définie et holomorphe
dans le disque D(0, 1). Comme log’(1) = 1, on a log(1+u) ~ v quand u — 0; et comme
t # 0, on en déduit que log(l — % + £n> ~ —% +& ~ —% quand n — o, ce qui
donne le résultat souhaité :
n—o0 1%
pz,(t) ——e" 2.
Remarque. On peut éviter le recours au logarithme complexe en utilisant le fait
suivant : si u,v € C vérifient |u|, |v] < 1 et si n € N*  alors
(+) [ =" < nfu—vl;
ce qui se démontre en écrivant u” —v" = (u —v) (U U 20 4 - F w2 4",
2
En appliquant () avec u := gox(ﬁ) et v := e~ 2, on obtient

2

oz () —e % | <n z

?

t
_ — € 2n|:
X <\/ﬁ )
et on conclut en utilisant les développements limités (a 'ordre 2) de ¢ x et de I'expo-
nentielle en 0.

ILLUSTRATION 2. Loi “faible” des grands nombres dans L!.

Soit X une va réelle appartenant & L', de moyenne m, et soit (Xj)r>1 une suite de va
indépendantes et de méme loi que X. Pour n € N*, posons comme d’habitude

Spi=X1 4+ -+ X,

On va utiliser les fonctions caractéristiques pour montrer que

S, el

= _m en probabilité.

n
Comme la convergence en probabilité vers une constante est équivalente a la conver-
gence en loi vers cette méme constante (Corollaire 4.13 du Chapitre 7), il suffit de

Sn converge en loi vers m, autrement dit que

montrer que =

Psn (1) 25 o (t) = ™ pour tout t € R.

On procede comme pour la preuve du Théoreme limite central. Comme les X} sont
indépendantes et de méme loi que X, on trouve

Psu (t) = @X(t)n-

n n
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De plus, comme X € L, on sait que px est dérivable en 0 avec ¢y (0) = E(X) = m;
donc px admet un développement limité a 'ordre 1 en O :

ex(u) =14 mu+ o(u),

On en déduit alors facilement le résultat, en utilisant le logarithme complexe ou en s’en
passant (c¢f la remarque suivant la preuve du Théoréme limite central). Exo : écrire les
détails.

ILLUSTRATION 3. Une autre preuve du Théoreme des événements rares.

Pour n € N*, soient X, 1,..., X, a,, des va indépendantes a valeurs dans N, chaque
X,,j suivant une loi de Bernoulli B(p,, ;). On suppose que
M,
(i) Ap := >, admet une limite A > 0 quand n — o0}
j=1
(ii) ey := max(pn.1,...,Pn M,) tend vers 0 quand n — 0
et on veut montrer que S, := X, 1 +---+ X,, pr, converge en loi vers une va Z suivant

la loi de Poisson P(A).

Fixons ¢ € R. Pour tout n € N*, on a par indépendance des X, ; :

M, M, ‘
0s,(t) = [ [ex.,®) = [ [+ pnj(e” - 1)).
j=1 j=1

Par (ii), on peut trouver un entier ng tel que p,; < 1/4 pour tout n > ng et pour
j=1,...,M,. Sin > ng, on a alors |p, (e —1)] < 1/2 <1 pour j = 1,..., M, car
le® — 1] < 2, donc on peut écrire

1 ~|—pn,j(eit —1) =exp (log(l + pn,j(eit — 1))),

ou log est la détermination principale du logarithme. Ainsi
M,

©s, (t) = exp <Z log (1 + pn,;(e" — 1))) pour n = nyg.

j=1

De plus, comme f(u) := log(1+u) est holomorphe dans le disque D(0,1) avec f(0) =0
et f/(0) = 1, on peut écrire log(1 + u) = u + u?g(u) o g est une fonction continue sur
le disque D(0,1); et comme p,, ;(e —1) € D(0,1/2) sin =ng et j =1,...,M,, on en
déduit que si n = ng, alors

log (1 + p,j(e" = 1)) = pnj(e” — 1) + &y,
avec

|51 < [pn,j (€™ = 1) x sup{lg(w)]; [u] < 1/2} = Cp} ,

la constante C' étant indépendante de n et j. Donc, pour n = ng,

My,
PS8, (t) = €xXp (2 (pn,j(eit N 1) + fn,j))

j=1

it Mn
j=1
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Comme A\, — A quand n — o et que

M,
’Z En.j
j=1

on peut donc conclure que

M,
< CEpfm < Cephy, — 0,
j=1

s, (1) 2 A,

On reconnait dans le membre de droite la fonction caractéristique de la loi de Poisson
de parametre A; donc (S;,) converge en loi vers une va Z ~ P(A).

ILLUSTRATION 4. Séries de Rademacher.

Comme derniere illustration de 1'utilité des fonctions caractéristiques, on va démontrer
le résultat suivant.

PROPOSITION 3.8. Soit (ex)r=0 une suite de va indépendantes a valeurs dans
{—1,1} et suivant une loi de Rademacher, i.e.

Soit également (ay)ren une suite de nombres réels. Alors la série Y, axeyp converge

presque sturement si et seulement si 280 ai < 00.
Démonstration. On a vu au Chapitre 7 que si 280 a% < o0, alors la série ). axeg
converge presque strement : ¢f le Corollaire 3.2 (prendre Xy, := axeyp).

La preuve de la réciproque est donnée sous forme d’exercice. Dans ce qui suit, on
suppose que la série Y ajey converge presque stirement. On pose S := /" axer (qui
est une va bien définie presque sirement), et Sy, := »_, axex pour tout n € N.

(1) Montrer que a tend vers 0 quand k — 0.
(2) Justifier qu’il existe t > 0 tel que pg(t) # 0.

(3) Exprimer g, (t) a I'aide de px, puis montrer que la série Y log|ox (axt)| est
convergente.

(4) Justifier que px admet un développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0,
et que ce développement est de la forme

ox(u) =1—cu? + o(u?),
ou ¢ > 0 est a déterminer explicitement.

(5) En utilisant (1), (3) et (4), montrer que la série > a2 est convergente.

0

3.5. Fonction caractéristique d’une va & valeurs dans R%. Si X est une va
A valeurs dans R?, sa fonction caractéristique est la fonction ¢x : R? — C définie par

ox(t) := E(ei<t’X>) pour tout t € R?,

oi1 {-, - ) est le produit scalaire usuel sur R?.
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Autrement dit, si t = (t1,...,t5) € R? et si on écrit X = (X1,..., Xg), alors
@X(t) _ E(ei(t1X1+'“+thd))

:J et X1+ +taXa) gp

Q

:f ei(tlail+~--+td1'd)d]P>(X17m’Xd)(xl, ce sy Tg)-
R4

On admettra que les résultats essentiels concernant les fonctions caractéristiques
sont encore valables pour des va & valeurs dans R%. En particulier :
e la fonction caractéristique détermine la loi;

e une suite (Z,) de va & valeurs dans RY converge en loi vers une va Z si et
seulement si oz, (t) — @z(t) pour tout t € R%.

Comme illustration, on va démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 3.9. Soient X1,..., Xy des va réelles définies sur le méme espace de
probabilité (Q,A,P). Alors X1, ..., X4 sont indépendantes si et seulement si
(*) ParX1++aqgXq (8) = ¢x, (a1s) - "PXy (aas)
pour tous ai,...,aq € R et pour tout s € R.
Démonstration. Si X1,...,Xgsont indépendantes, alors a1 X7, ..., aqXq aussi, donc
90a1X1+-~~+adXd = SOa1X1 T (PadXda ce qul donne (*)
Inversement, supposons () vérifiée. Soit X := (X1,..., Xy), qui est une va a valeurs
dans R?. Par (%), si t = (t,...,tq) € R? alors
@X(t) _ E(ei(t1X1+'“+thd))
= SOt1X1+"‘+thd(1)
= px, (1) - ox,(ta).

Maintenant, soient X7, ..., X}, des va indépendantes et de mémes lois que X1,. .., Xg,
et soit X' := (X{,...,X)). En utilisant 'indépendance, on voit que si t = (¢1,...,tq) €
R?, alors

d
pxi(t) = [ [ ox; (t),
k=1

et donc px = @x puisque Px; = Px, pour k =1,...,d. Comme la fonction ca-
ractéristique détermine la loi, on en déduit que Py = Px; autrement dit Py =
Pyi®-® PX& car les X, sont indépendantes. Comme IP’XI/c = Px, pour tout k,
on obtient ainsi P(x, . x,) = Px, ® -+ ® Px,, ce qui prouve que Xj,..., Xy sont
indépendantes. 0

ILLUSTRATION. Si X et Y sont des va indépendantes suivant la loi N'(0,1) et si
a,be R, alors les va aX + bY et bX — aY sont indépendantes.

Démonstration. Posons X; := aX + bY et X9 :=bX —aY. Si aj,a2 € R, alors
a1 X1 + asXs = (a1a + a2b) X + (a1b — aza)Y.
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Par indépendance de X et Y, on a donc (pour tout s € R)

Pai X1+a2 X2 (3) = ‘P(ala-&-azb)X(S) P(aib—aza)Y 5)
2

252
2

2
_ e—(a1a+a2b)2 %e—(alb—aga)

_ (a3 rad)(2b?)y
Mais toujours par indépendance de X et Y, on a aussi
ex, (a15)px, (azs) = px(aras)py (a1bs)px (azbs)py (—azas)
_ (a3 rad) (@b
Donc X et X5 sont indépendantes par la proposition. ]

Ezercice. Re-démontrer ce résultat sans utiliser les fonctions caractéristiques.

4. Appendice : formule d’inversion de Fourier

Dans cette section, on démontre la formule d’inversion de Fourier, ce qui achévera
la preuve de la Proposition 1.3. La présentation est volontairement minimaliste : on
pourrait (devrait) en dire beaucoup plus sur la transformation de Fourier!

Démontrons d’abord un lemme d’“approximation”.

LEMME 4.1. Soit k € L'(R) vérifiant § k(t) dt = 1, et soit (\,) une suite de réels
strictement positifs tendant vers l'infini. Pour n € N, on pose ky(t) := Ank(Ant). Alors,
pour toute fonction f € L'(R), la suite (ky, * f) tend vers f en norme L'.

Démonstration. Pour tout n € N et presque tout z € R, on a

o+ f(z) = JR F(@ = Ok(Ont) Andt

= fRf(m - %)k(u) du.

De plus, comme SR k(u) du = 1, on peut écrire

@) = [ 7@k du
et donc
b+ £0) = 1) = [ (= 22) = 560) | wtw)

On en déduit (en utilisant Fubini) :

o= s< [ ([ |r(e=35) -
e

_ j It f — Flalk(w)] du,
R

ou 7, f est la “translatée de f par a”.
Comme u/)\, — 0, on sait (continuité des translations) que ||7,/x,f — fl1 — 0
quand n — oo, pour tout u € R. De plus, on a |75, f — fl1 < C := 2|f[1, et donc

Ik (w)| du> dz

dm) k()| du
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| 7w/ — fli < Clk(u)| pour tout n et pour tout u € R. Comme k € L'(R), on en
déduit que |k, * f — f||1 — 0 par convergence dominée. O

REMARQUE. On dira qu'une suite (k,,) € L!(R) vérifiant la conclusion du Lemme
4.1 est une unité approchée pour L'(R).

Voici maintenant la formule d’inversion de Fourier.
THEOREME 4.2. Si f € LY(R) est telle que f appartient également a L'(R), alors

1 ~ )
f(t) = o f f(z)e™ dx  presque partout.
T JrR

Démonstration. Pour toute fonction g € L'(R), on notera § : R — C la fonction
définie par

g(t) = J g(x) ™ da .
R
(On dit parfois que g est la transformée de Fourier inverse de la fonction g.)

On a besoin de deux faits préliminaires.
Fart 1. Si f,g € L'(R), alors gf € LY(R) et gf =G+ f.

Preuve du Fait 1. On a gf € L' car g e L' et f est bornée. Ensuite, le calcul se
fait tout seul :

gf (t) = ng(x)f(x) it dt
- J]R JR f
= J f(s) (JRg(x)ei”’(t_s)> ds  par Fubini

= Jf g(t—s)ds
= [xg@)=g=f(t).

(La justification de l’emp101 du Théoreme de Fubini est laissée en exercice.) O

s)e_izsds> g(x)e™@dx

FAIT 2. 1l existe une suite (g,,) € L'(R) n L®(R) vérifiant les propriétés suivantes :

(a) (gn) est uniformément bornée et g,(z) — 1 pour tout =z € R;

(b) Gn € LY(R) pour tout n, et la suite (5= gn) est une unité approchée pour
L'(R).
Preuve du Fait 2. Soit g : R — R la fonction gaussienne définie par

g(z) = e T2

La fonction g est intégrable sur R, et on a vu qu’on a
g(t) = f e~ 26t = \/2r e /2 pour tout t € R.
R

En particulier, § € L'(R) et

J g(t)dt = v2m f e at = 2r
R R
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Posons alors
gn(x) := g(en®),
ou (g,,) est n’importe quelle suite de réels strictement positifs tendant vers 0.
Pour tout £t € R, on a

In(t) = J g(snx)eimd:p
R

g d
- [ stz
R

€n
1v<t>
—gl—].
en” \en

Donc la suite (iﬁn) est une unité approchée pour L'(R) puisque SR%E =1 et
1/e, — 0.

De plus, la suite (g,,) est uniformément bornée car g est bornée, et g, (x) — ¢g(0) = 1
pour tout x € R car g est continue en 0 et £, — 0. U

On peut maintenant démontrer la formule d’inversion de Fourier. Soit f € L'(R)
telle que f € L'. Si la suite (g,) est comme dans le Fait 2, on a d’apres le Fait 1 :

—_—

gnf:%*f pour tout n € N.

Comme (gy,) est uniformément bornée et tend simplement vers 1, et comme fe L
on voit que

—_—

(4.1) gnf(t) = JR gn(a:)f(x) e dt — JR f(m)eim dxr pour tout t € R,

par le théoreme de convergence dominée.
De plus, d’apres le Fait 2, G, * f tend vers 2w f en norme L' ; donc on peut trouver
une suite strictement croissante d’entiers (ny) telle que

(4.2) Gny, * [ (t) = 27f () presque partout .

De (4.1) et (4.2), on déduit immédiatement le résultat souhaité :

27 f(t) = J flz) e da presque partout .
R
([l

COROLLAIRE 4.3. La transformation de Fourier est injective sur L*(R) : si f1, fo €
LY (R) vérifient f1 = fa, alors fi = fo presque partout.
Démonstration. Si f € L' vérifie f = 0, alors f = 0 presque partout d’apres la
formule d’inversion ; d’ou le résultat par linéarité. ]
COROLLAIRE 4.4. Si f : R — C est une fonction continue intégrable sur R telle
que f € L'(R), alors
1

f(t) = f f(a:) e da pour tout t € R.
™ JRr

Démonstration. On a f = %fpresque partout, donc partout car ces deux fonctions
sont continues (exo). O






Chapitre 10

Fonctions génératrices

Ce dernier chapitre concerne exclusivement les variables aléatoires a valeurs dans

N. Pour une telle va X, on va définir et étudier brievement un objet qui rend exactement
les mémes services que la fonction caractéristique.

1. Définition et exemples

DEFINITION 1.1. Soit X une va a valeurs dans N. La fonction génératrice de
X est la fonction Gx : [—1,1] — R définie par

Gx(s):= i P(X = k) s".
k=0

Remarque 1. La définition a un sens, et la fonction Gx est continue sur [—1,1] :
en effet, comme la série (a termes positifs) >, P(X = k) converge, la série définissant

Gx converge normalement sur [—1,1]. De plus, comme Y,;° ;P(X = k) = 1, on a
|Gx(s) <1 pour tout s € [—1,1].

Remarque 2. On peut également écrire Gx (s) comme suit (ce qui est peut-étre un
peu déroutant) :

Gx(s) = E(SX).
EXEMPLE 1. 1 Si X suit une loi de Bernoulli B(p), alors

Gx(s)=1—p+ps.
Démonstration. Exo.

O
EXEMPLE 2. Si X suit une loi binomiale B(n, p), alors
Gx(s)=(1—p+ps)"
Démonstration. Le calcul se fait tout seul : on a
SNAW —k K o (n 2 —k n
Gx(s) = )] <k>p (1—p)"Fsh = > <k>(p8) 1-p)"F=(ps+1-p)".
k=0 k=0
O
EXEMPLE 3. Si X suit une loi de Poisson P()), alors
Gx(s) = 71,
Démonstration. A nouveau, le calcul se fait tout seul :
0 k 0 k
AP _ (As) _
Gx(s) = Z e Ak = e Z T =€ Aehs
k=0 k=0
O

127
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2. Propriétés de base

PROPOSITION 2.1. Si X est une va a valeurs entiéres, alors sa fonction génératrice
Gx est de classe C* sur | —1,1[, et on a

(0
P(X =k) = )2:'( ) pour tout k € N.
Démonstration. C’est évident puisque Gx est la somme d’une série entiere qui
converge sur | — 1, 1[. O

COROLLAIRE 2.2. La fonction génératrice caractérise la loi : si X et Y sont deux
va 6 valeurs dans N telles que Gx = Gy, alors Px = Py.

~_dP0  aPo)

Démonstration. Par la proposition, P(X = k) = 57— = 25—~ = P(Y = k) pour
tout k£ € N. ]
PROPOSITION 2.3. Si X1,..., X, sont des va indépendantes a valeurs dans N, alors

GX1+...+Xn == GX1 o GXn.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas de deux va indépendantes X et Y, le cas
général s’en déduisant par récurrence. Par indépendance, on a pour tout k€ N :

k
PX+Y =k)= Y P(X =i)P(Y =k —1i).
i=0

Donc la série entiere Y P(X +Y = k) s* est la série entiere “produit” des séries entieres
SNP(X =k)s* et Y P(Y = k)s"; et comme ces deux séries convergent normalement
sur [—1, 1], on en déduit que pour tout s € [—1, 1],

iIP)(XJrY:k)sk = (iP(sz)sk> (i P(Y:k)sk> .
k=0

k=0 k=0
Autrement dit, Gx1y(s) = Gx(s) Gy (s). O

“Autre” démonstration. On a
Gx,4+.+x,(5) = IE(SX1+"'+X”) = E(SX1 "‘SX")
et donc, par indépendance des X; :
Gx,4++x,(8) = E(le) ~--E(SX") =Gx,(s) - Gx,(s).
O

EXEMPLE 1. Si X et Y sont des va indépendantes suivant des lois de Poisson P(\)
et P(u), alors X + Y suit la loi de Poisson P(\ + p).

Démonstration. Par la Proposition 2.3, on a
Gx4y(s) = Gx(s)Gy(s) = A=) gul(s—1) _ (A+p)(s—1)

On reconnait la fonction génératrice d’une loi de Poisson de parametre A + u. Donc
X +Y ~P(A+ p) puisque la fonction génératrice caractérise la loi. O

ExXeEMPLE 2. Si Xq,..., X, sont des va indépendantes suivant une loi de Bernoulli
B(p), alors X1 + -+ + X, suit la loi binomiale B(n, p).

Démonstration. Exo. O
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3. Fonctions génératrices et moments

PROPOSITION 3.1. Soit X une va a valeurs dans N, et soit p € N*. Alors X admet
un moment d’ordre p si et seulement si Gx est p fois dérivable (a gauche) en 1; et
dans ce cas, on a

G =§] (k—1)---(k—p+1)P(X = k)
k=p

E(X(X 1) (X —p+ 1),
En particulier, X € L' si et seulement si Gx est dérivable & gauche en 1, et on a alors
E(X) = G'(1).
Démonstration. Tout repose sur le fait suivant.

FAIT. Soit Y azs* une série entiere & coefficients aj, positifs tels que 280 ap < 00,
et soit f:[0,1] — R la fonction définie par f(s) := Y0’ ags”. Alors

fls) = F(1)

[ee}
1 — Z kap quand s — 17.
5 —

k=1

Preuve du Fait. Pour tout s € [0,1[, on a

Comme les ay, sont = 0, on voit que chaque b (s) est une fonction positive et croissante
de s € [0, 1], et bg(s) — kar quand s — 1. Par le Théoréme de convergence monotone
pour les sommes, on en déduit que

f(s) = sol 2 lim bg(s 2 kay.

5 — 1 4 s1-
O
Si on applique le Fait avec f(s) := Gx(s), i.e. a := P(X = k), on obtient
. Gx(s) — -
1 =[E(X).
siI{l— s — 1 Z:: ( )

Donc Gx est dérivable & gauche en 1 si et seulement si E(X) < oo, avec la bonne
formule pour G’y (1). Ainsi, la proposition est démontrée pour p = 1.



130 10. FONCTIONS GENERATRICES

Si maintenant on suppose que Gx est dérivable a gauche en 1 et si on applique le
Fait avec f(s) = G'x(s), i.e. ar = (k+ 1)P(X = k + 1), on obtient de méme

Gx(8) = (M) _ S kk4 1)B(X = k4 1)

1

lim
s—1— s—1

b
Il

I
8

k(k — DP(X = k) = E(X(X —1)).

x>
Il

2

Donc Gx est deux fois dérivable a gauche en 1 si et seulement si E(X) < oo (pour
que G’y (1) existe) et E(X (X — 1)) < o0, avec la bonne formule pour G%(1). De plus,

comme X2 = X(X —1)+ X et X >0, on a <IE(X) < wet E(X(X - 1)) < oo) si et
seulement si E(X?) < oo. Ainsi, la proposition est démontrée pour p = 2.

Pour p quelconque, on procede par récurrence (exo). O

4. Fonctions génératrices et convergence en loi

Le théoréme suivant est I’analogue du théoreme de Paul Lévy reliant convergence
en loi et fonctions caractéristiques.

THEOREME 4.1. Soit (Zy,)nen une suite de va a valeurs dans N, et soit Z une va a
valeurs dans N. La suite (Zy,) converge en loi vers Z si et seulement si Gz, (s) — Gz(s)
pour tout s € [—1,1].

Démonstration. Pour tout s € [—1,1], on a Gz,(s) = E(ps(Zy)) et Gz(s) =
E(ps(Z)), ot s : N — R est la fonction définie par ¢ (k) := s*. La fonction ¢, est

(continue) bornée sur N car |s| < 1; donc, si Z, £, 7, alors Gz, (s) — Gz(s) pour
tout s € [—1,1].

La preuve de la réciproque est plus délicate. Dans la suite, on suppose que Gz, (s) —
Gz(s) pour tout s € [—1,1].
Pour k € N, on posera
pri=P(Z = k) et Pk i=P(Z, = k) pourneN.

Par définition, on a donc pour tout s € [—1,1] :

0 0
Gz(s) = Z prs” et Gz, (s) = Z Prs®.
k=0 k=0

Comme Z et les Z, sont des va a valeurs dans N; il suffit de montrer que
Dk 225, ok pour tout k € N.
FAIT 0. Soit D := {2 € C; |z| < 1} le disque unité de C. Pour tout z € D, on peut
définir
0 0
G(z) := Z prz" et Gn(z) = Z Pk
k=0 k=0
et les fonctions G et GG, sont holomorphes sur D.

Démonstration. Comme 0 < pg, p,r < 1 pour tout k € N, les séries entieres Zpkzk
et anykzk ont des rayons de convergence au moins égaux a 1; donc le résultat est
clair. 0
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Le point clé est le fait suivant, qui est un cas tres particulier d’un résultat d’analyse
complexe qu’on appelle le Théoréme de Montel.

FarT 1. Toute sous-suite (fy) de (Gy) possede une sous-suite (f,;) qui converge
uniformément sur tout compact de D.

Preuve du Fait 1. On va faire la preuve pour (f,) = (Gn), ce qui simplifiera les
notations.

ETAPE 1. Il existe une suite strictement croissante d’entiers (ni)ien et une suite
(qr)ren S [0,1] tels que

Prnik — Gk pour tout k € N.

Démonstration. Le résultat est “évident” si on connailt assez de topologie pour
savoir que I'espace [0, 1]Y est compact et métrisable pour la topologie produit. Refaisons
cependant la preuve.

La suite (pp,0)nen étant bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente par
le théoréme de Bolzano-Weierstrass. Autrement dit, on peut trouver un ensemble infini
Ny € N et un nombre g € [0, 1] tels que

DPn0 — qo quand n — o0, n € Np.

De méme, la suite (pp,1)nen, est bornée, donc admet une sous-suite convergente. 11
existe donc un ensemble infini N; € Ny et un nombre réel ¢; € [0, 1] tels que p,.1 — ¢1
quand n € N tend vers l'infini. Et ainsi de suite : par récurrence, on construit une
suite décroissante (Nj)ren de parties infinies de N et une suite (gx) < [0, 1] telles que
pour tout k € N, la suite (py, x)neN, converge vers g.

On définit alors une suite strictement croissante d’entiers (n;);en en posant

ng := min Ny et n; :=min{n € N;; n >mn;_1} pouri = 1.

Par définition, pour tout k € N fixé, la suite (py, )i>k est extraite de (pp k)reN, -
Donc
Pn; k o, qk pour tout k € N.

0

Remarque. Le raisonnement utilisé (extraction d’une infinité de sous-suites em-
boitées les unes dans les autres, puis d’une seule sous-suite qui “fait le travail pour
tout le monde”) porte le nom de procédé diagonal.

ETAPE 2. La suite (Gy,;) converge uniformément sur tout compact de D vers la
fonction f définie par f(z) := D12, qez".

Démonstration. Soit K un compact de D, et soit € > 0. Soit également r < 1 tel
que K € D(0,1). Comme r < 1, la série )| r* converge ; donc on peut trouver un entier

N tel que
ok <e
k>N



132 10. FONCTIONS GENERATRICES

Pour z € K et i € N, on a alors

a0
|Gy (2) = F(2)] = | D (Prik — @) 2"
k=0
N
< D Pk = arl 1215+ D Ipnok — anl |21*
k=0 k>N
N
Z |Prak — Qr| + 2 Z r car 0 < pn, &, @i < 1
k=0 k>N
N
Z Dy ke — Q] + 2¢.
k=0
Comme py, , — qr pour k = 0,..., N, on peut maintenant trouver ig € N tel que

S o |Pnik — @] < . On obtient ainsi
VizigVze K : |Gy, (2) — f(2)] < 3¢
ce qui termine la démonstration. O
La preuve du Fait 1 est maintenant terminée. ]

Remarque. Pour ’Etape 2, on aurait pu aller plus vite en invoquant le Théoreme
de convergence dominée pour les séries. Exo : écrire les détails.

FAIT 2. La suite (G),) converge vers G uniformément sur tout compact de D.

Preuve du Fait 2. Supposons qu'’il existe un compact K < D tel que (G,) ne
converge pas uniformément vers G sur K. Alors, en posant

lelsc = sup {le(2)]; =€ K}

pour toute fonction ¢ : D — C, on peut trouver un € > 0 et une sous-suite (f,,) de
(Gp) tels que

(%) |fn—Glx =¢ pour tout n € N.

Par le Fait 1, la suite (fy,) possede une sous-suite (f,,) qui converge uniformément
sur tout compact vers une fonction f : D — C. La fonction f est holomorphe sur D
car les fp, le sont. De plus, on a f(s) = G(s) pour tout s €] — 1,1 car (fy,) est une
sous-suite de (Gy) et Gp(s) = Gz, (s) — Gz(s) = G(s). Par le principe des zéros
isolés, on en déduit que f = G.

Ainsi f,, — G uniformément sur K ; ce qui contredit visiblement (x). O

On peut maintenant terminer la preuve du théoreme. Par le Fait 2 et comme on
(k))

a affaire a des fonctions holomorphes, on voit que pour tout k € N, la suite (Gp,
converge Vvers G®) uniformément sur tout compact de D. En particulier

_GW(0) now GR(0)
Prk =770 !

= pg pour tout k € N;

et donc (Z,,) converge en loi vers Z. O

ILLUSTRATION. Encore une preuve du Théoreme des évenements rares.
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Pour tout n € N*, soient Xy, 1,..., X, um, des va indépendantes a valeurs dans N,
chaque X, ; suivant une loi de Bernoulli B(py ;). On suppose que
My
(i) Ap := >, admet une limite A > 0 quand n — o0;
j=1
(ii) ey := max(pn.1,...,Pn M,) tend vers 0 quand n — 0.

Il s’agit de montrer que S, := X, 1+ - -+ X, a1, converge en loi vers une va Z suivant
la loi de Poisson P(\).

Fixons s € [—1,1]. Pour tout n € N*, on a par indépendance des X, ; :

My, M,
Gsn(t) = 1_[ GXn,]- (S) = H(l — Pn,j + anS).
j=1 j=1

Par (ii),onal—pyj+pn;s =1+ (s—1)pn; >0pour j=1,..., M, sin est assez
grand, donc on peut écrire

My,
Gg, (t) = exp <Z log(1+ (s — l)pn,j)> :

j=1
De plus, toujours par (ii), on a
log(1+ (s — 1)pnj) = (s — 1)pnj + o(pp;) quand n — oo,

ou le “0” est uniforme par rapport a j € {1,..., M,}. (Exo : écrire précisément ce que
cela signifie.) Donc

D 10g(L+ (s = Dpag) = (5= 1) D pnj + 0(2 Pw‘)
j=1 J=1 J=1

=(s—=1)A, +o0o(\,)
=(s—1)A, +o(1) car A, reste borné.
Comme A, — A, on en déduit que
Gs, (5) 2255 esmDA,

On reconnait au second membre la fonction génératrice de la loi de Poisson P () ; donc
(Sy) converge en loi vers une va Z ~ P(A).
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